
 
 

การพัฒนาแบบจ าลองเพื่อควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้าน 
ที่มีจุดหมุนเคลื่อนทีด่้วยตัวควบคุมแบบ H-infinity 

 

 

 

 
โดย 

 
นายสิทธิโชค  พัลลับโพธิ ์

 

 

 

 
วิทยานิพนธ์นี้เป็นส่วนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตร 

วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต 
ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล 

คณะวิศวกรรมศาสตร์ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์ 
ปีการศึกษา 2558 

ลิขสิทธิ์ของมหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์



 

การพัฒนาแบบจ าลองเพื่อควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้าน 
ที่มีจุดหมุนเคลื่อนทีด่้วยตัวควบคุมแบบ H-infinity 
 
 

โดย 
 

นายสิทธิโชค  พัลลับโพธิ ์

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

วิทยานิพนธ์นี้เป็นส่วนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตร 
วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต 
ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล 

คณะวิศวกรรมศาสตร์ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์ 
ปีการศึกษา 2558 

ลิขสิทธิ์ของมหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์



 

Development in H-infinity Control system for 
Double Inverted Pendulum on a Cart 

 
 

BY 
 

MR. SITTHICHOK  PUNLABPHO 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A THESIS SUBMITTED IN PARTIAL FULFILLMENT OF THE REQUIREMENTS 
FOR THE DEGREE OF MASTER OF ENGINEERING 

DEPARTMENT OF MECHANICAL ENGINEERING 
FACULTY OF ENGINEERING 
THAMMASAT UNIVERSITY 

ACADEMIC YEAR 2015 

COPYRIGHT OF THAMMASAT UNIVERSITY





(1) 

หัวข้อวิทยานิพนธ์ การพัฒนาแบบจ าลองเพ่ือควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ
สองก้านที่มีจุดหมุนเคลื่อนที่ด้วยตัวควบคุมแบบ H-infinity 

ชื่อผู้เขียน นายสิทธิโชค  พัลลับโพธิ ์
ชื่อปริญญา วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต 
สาขาวิชา/คณะ/มหาวิทยาลัย ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล  คณะวิศวกรรมศาสตร์  

มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร์ 
อาจารย์ที่ปรึกษาวิทยานิพนธ์ รองศาสตราจารย์ ดร.ธีร ์เจียศิริพงษ์กุล 
ปีการศึกษา 2558 

 

บทคัดย่อ 

 
รายงานนี้น าเสนอการศึกษาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์สาหรับชุดทดลองลูกตุ้มผกผัน

แบบจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ และแบบสองก้านที่มีจุดหมุนบนตัวรถซึ่งเป็นแบบเชิงเส้น ซึ่งโดยปกติ
ระบบของชุดทดลองดังกล่าวจะไม่มีเสถียรภาพ ณ ต าแหน่งตั้งตรง จากนั้นท าการออกแบบระบบ
ควบคุมเพ่ือสร้างเสถียรภาพ ณ ต าแหน่งตั้งตรงส าหรับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันดังกล่าวให้เป็นไปตาม
ข้อก าหนดของการออกแบบ 

กรณีของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ ผู้ วิจัยท าการ
เปรียบเทียบผลตอบสนองของระบบที่ได้จากระบบควบคุมต่าง ๆ ดังนี้ ระบบควบคุมแบบพีดี-พีไอดี 
ระบบควบคุมแบบพีไอดี-พีไอดี ระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นที่มีเกนป้อนก้าวหน้า และระบบ
ควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นที่มีตัวกระท าอินทิกรัล ซึ่งหลังจากท าการเปรียบเทียบผลตอบสนองของ
ระบบพบว่าระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นจะให้ผลตอบสนองของระบบที่ดีกว่าระบบควบคุมพีไอ
ดี โดยเฉพาะอย่างยิ่งระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นที่มีตัวกระท าอินทิกรัล เป็นผลให้ระบบเข้าสู่
สภาวะคงตัวเร็วขึ้นและระบบเกิดการแกว่งน้อยลง 

กรณีของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านที่มีจุดหมุนบนตัวรถ ผู้วิจัยท าการศึกษา
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่เป็นเชิงเส้น โดยเพิ่มการพิจารณาถึงความไม่แน่นอนของค่าพารามิเตอร์
ของระบบอีกด้วย การออกแบบระบบควบคุมแบบ H∞ และน ามาประยุกต์ใช้กับชุดทดลองที่สร้างขึ้น
ในโปรแกรม LabVIEW หลังจากท าการทดสอบพบว่าผลตอบสนองที่ได้จากระบบควบคุม H∞ ที่ได้
สร้างข้ึนบนโปรแกรม LabVIEW นั้นสามารถควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมี
จุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถได้ดีส าหรับปัญหาระบบควบคุมแบบคงค่าและปรับค่าตามจุดอ้างอิง 

 

ค าส าคัญ: ลูกตุ้มผกผัน, ระบบควบคุมแบบพีไอดี, ระบบควบคุมแบบ H∞ 
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ABSTRACT 

 
This report describes a study in the linearized mathematical model of 

single inverted pendulum on a cart (SIVP) and double inverted pendulum on a cart 
(DIVP). Actually, those systems had unstable at vertical upright position. Then, design 
control system to make system of SIVP and DIVP has stability at the upright position 
as follow in the design specification. 

In case of SIVP, this report describes a comparison in the system 
response of each control system that consists of PD-PID control, PID-PID control, 
Linear Quadratic Regulator (LQR) control with feed-forward gain and LQR control with 
integral action. The simulation result shown that all of control systems can make 
good stable for SIVP system but LQR control can make system response better than 
PID control, especially LQR control with integral action. That control system can took 
SIVP system into steady-state faster and also it had less overshoot. 

In case of DIVP, this report describes a study in the linearized 
mathematical model of DIVP which included by parametric uncertainty model, to 
design H∞ control system, and applied those systems on LabVIEW. The simulation 
result shown that H∞ control system can make stable and performance for DIVP 
system as well. 

 

Keywords: invertedpendulum, pid control, H-infinity control 
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บทที่ 1 
บทน า 

 
1.1.ความส าคัญและที่มา 

 
ในการศึกษาระบบควบคุมทางวิศวกรรมนั้นจะประกอบไปด้วย 2 ส่วนหลักได้แก่ ระบบ 

(Plant) และชุดควบคุม (Controller) โดยระบบ (Plant) ที่ใช้ในการศึกษานั้นมีมากมายหลายแบบ
เช่น ระบบทางเครื่องกลเคมี หรือไฟฟ้า ขึ้นอยู่กับสิ่งที่เราจะน ามาพิจารณาและอาจมีขนาดเล็กหรือ
ใหญ่ก็ได้ส่วนระบบควบคุมนั้นปัจจุบันได้มีการคิดค้นและประดิษฐ์ขึ้นมาเป็นจ านวนมาก ซึ่งส าหรับ
ระบบควบคุมในแต่ละแบบนั้นก็มีพฤติกรรมในการควบคุมที่ไม่เหมือนกันด้วย โดยในการเลือกระบบ
ควบคุมส่วนใหญ่จะพิจารณาจากพฤติกรรมของระบบการประยุกต์ใช้ของระบบ หรือผลตอบสนองที่
ได้จากระบบ 

ในที่นี้ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ นั้นสามารถเป็นโจทย์ที่ดีส าหรับ
การศึกษาระบบควบคุมทางวิศวกรรม เพราะชุดทดลองนั้นเป็นระบบที่ไม่มีเสถียรภาพ ระบบที่ไม่เป็น
เชิงเส้น และเป็นระบบท่ีมีจ านวนตัวแปรเอาท์พุตมากกว่าตัวแปรอินพุต (Under-Actuated system) 
อีกด้วยซึ่งชุดทดลองลูกตุ้มผกผันนั้นก็มีด้วยกันหลายแบบเช่น 

 • ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ (Inverted pendulum on a 
Cart) 

 • ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่เป็นเส้นโค้ง (Rotary Inverted 
pendulum) 

 • ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ 2 ก้านและ 2 จุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ (Dual Inverted 
pendulum on a Cart) 

 • ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ 2 ก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ (Double 
Inverted pendulum on a Cart) 

 • ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ 2 ก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่เป็นเส้นโค้ง 
(Double-Rotary Inverted pendulum on a Cart) 

 • อ่ืน ๆ 
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Single Inverted 

Pendulum on a Cart 
Rotary Inverted 

Pendulum 
Dual Inverted 

Pendulum on a Cart 
Double Inverted 

Pendulum on a Cart 
Double-Rotary 

Inverted Pendulum 

 
ภาพที่ 1.1 แบบต่าง ๆ ของชุดทดลองลูกตุ้มผกผัน 

 
1.2 ผลงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 
ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันในแต่ละแบบนั้นได้มีการศึกษาและวิจัยในการสร้างระบบควบคุม

เพ่ือสร้างเสถียรภาพให้กับชุดทดลองกันอย่างแพร่หลายทั้งแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และสร้างชุด
ทดลองจริงขึ้นมา 

Mori(1) ได้ท าการศึกษาระบบเชิงกลที่ไม่มีเสถียรภาพ และต้องการที่จะแสดงให้เห็นว่า
ระบบควบคุมที่ได้ท าการศึกษามานั้นสามารถน าไปประยุกต์ใช้ได้กับระบบจริง โดยระบบเชิงกลที่ว่า
นั้นคือชุดทดลองลูกตุ้มผกผัน (Inverted Pendulum) คณะผู้วิจัยได้ท าการสร้างชุดทดลองและชุด
ควบคุม เพื่อแสดงให้เห็นว่าระบบดังกล่าวนั้นสามารถมีเสถียรภาพ ณ. ต าแหน่งที่ก้านเพนดูลัมตั้งตรง
ได้ และยังสามารถแกว่งก้านเพนดูลัมขึ้นไปตั้งตรงเองได้อีกด้วย 

Andrew K. Stimac(4) ได้ท าการศึกษาและพัฒนาวิธีควบคุมการเคลื่อนที่ของชุดทดลอง
ลูกตุ้มผกผัน(Inverted Pendulum)ให้สามารถแกว่งขึ้นไปยังต าแหน่งตั้งตรงได้ด้วยตัวเอง และคง
สภาพให้อยู่ ณ. สภาวะสมดุลได้โดยการใช้ตัวควบคุมแบบ LQR และยังได้สร้างชุดทดลองลูกตุ้มผกผัน
โดยใช้ไมโครคอนโทรเลอร์ dSPACE DSP เป็นตัวประมวลผล โดยท างานควบคู่กับโปรแกรม 
Simulink ในโปรแกรม Matlab ซึ่งผลที่ได้จากการทดลองนั้น ชุดทดลองสามารถแกว่งก้านเพนดูลัม
จากต าแหน่งด้านล่างไปยังต าแหน่งตั้งตรงได้ด้วยตัวเอง โดยอาศัยวิธีการที่ผู้ท าการทดลองนั้นได้
พัฒนาขึ้นเอง แล้วยังสามารถรักษาสภาพตั้งตรงได้อย่างมีประสิทธิภาพ 

Mustafa Demirci(8) ได้ท าการวิเคราะห์และสร้างระบบควบคุมส าหรับชุดทดลองลูกตุ้ม
ผกผันแบบ 2 ก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ (Double-Inverted pendulum) ให้มีเสถียรภาพ 
ซึ่งในการทดลองนี้ได้พิจารณาระบบควบคุม 2 แบบได้แก่ชุดควบคุมแบบ Pole Placement และ 
Linear Quadratic Regulator (LQR) จากการทดลองนั้นปรากฏว่าวิธีควบคุมทั้ง 2 แบบนั้นสามารถ
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สร้างเสถียรภาพให้กับระบบ แต่วิธีควบคุมแบบ LQR นั้นจะสร้างเสถียรภาพให้กับระบบได้ดีกว่าวิธี
ควบคุมแบบ Pole Placement และท าให้การแกว่งของระบบนั้นลดลงด้วย โดยเฉพาะอย่างยิ่งวิธี
ควบคุมแบบ Pole Placement นั้นมีความยุ่งยากในการพิจารณาและศึกษาพฤติกรรมของระบบ
ควบคุม เพราะพฤติกรรมและผลตอบสนองของระบบนั้นเป็นผลสืบเนื่องมาจากค่าของ eigenvalue 
ที่ถูกเลือกมาใช้ ซึ่งในการทดลองนี้ใช้วิธีสุ่มเลือกค่าของ eigenvalue. 

Johnny Lam(10) ได้ท าการสร้างเสถียรภาพให้กับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุน
เคลื่อนที่  (Inverted Pendulum) และสามารถแกว่งขึ้นไปยังต าแหน่งตั้งตรงได้เอง โดยแบ่งระบบ
ควบคุมเป็น 2 ส่วนคือ ส่วนรักษาเสถียรภาพ ณ. ต าแหน่งตั้งตรงและส่วนที่ใช้แกว่งก้านเพนดูลัมให้
เข้าสู่ต าแหน่งตั้งตรง โดยส่วนที่รักษาเสถียรภาพนั้นใช้ระบบควบคุมแบบ LQR Controller และใน
ส่วนที่ใช้แกว่งก้านเพนดูลัมนั้น ผู้ท าการทดลองได้ท าการเปรียบเทียบใช้วิธีควบคุมแบบ Energy 
controller กับวิธีควบคุมแบบ Heuristic controller ซึ่งจากการทดลองได้แสดงให้เห็นว่าวิธีควบคุม
การแกว่งก้านเพนดูลัมแบบ Energy controller นั้นให้ผลตอบสนองที่ดีกว่า  

Alexander Bogdanov(9) ได้ท าการสร้างเสถียรภาพให้กับระบบของชุดทดลองลูกตุ้ม
ผกผันแบบ 2 ก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ (Double-Inverted pendulum) โดยผู้วิจัยได้
สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของชุดทดลองและตัวควบคุม เพ่ือท าการเปรียบเทียบผลตอบสนอง
ระหว่างชุดควบคุมแบบ LQR, State-Dependent Riccati Equation (SDRE), Neural Network 
(NN), แบบผสมผสานระหว่าง NN กับ LQR และแบบผสมผสานระหว่าง NN กับ SDRE และผลจาก
การจ าลองนั้นแสดงให้เห็นว่าชุดควบคุมแบบ SDRE นั้นระบบสามารถกู้เพนดูลัมให้กับมายังสมดุลได้
ดีกว่าชุดควบคุมแบบ LQR ชุดควบคุมแบบ NN สามารถให้ผลตอบสนองได้ดีกว่าชุดควบคุมแบบ 
LQR แต่ความสามารถในการกู้ก้านเพนดูลัมนั้นมีค่าเท่ากัน เพราะเนื่องจากขอบเขตของการประมาณ
ค่าของ NN และในกรณีชุดควบคุมแบบผสมผสานนั้นไม่มีความแตกต่างกันระหว่างแบบ NN กับ LQR 
และแบบ NN กับ SDRE คือระบบสามารถกู้ก้านเพนดูลัมได้ในมุมที่กว้างขึ้นและให้ผลตอบสนองที่ดี
ขึ้นเช่นกัน เพราะเป็นผลมาจาก NN นั้นสามารถเรียนรู้ที่จะแก้ไขค่าของการชดเชยระบบซึ่งเกิดจาก
ชุดควบคุม LQR (SDRE) 

Lengare(15) ได้ท าการจ าลองตัวควบคุม PID แบบปรับแต่งค่าพารามิเตอร์ (Kp, Ti และ 
Td) ได้โดยอัตโนมัติ โดยผู้วิจัยได้กล่าวว่า การปรับแต่งค่าพารามิเตอร์ของระบบควบคุม PID นั้นมี
ความส าคัญอย่างมาก โดยเฉพาะอย่างยิ่งระบบที่มีขนาดใหญ่และมีความซับซ้อน. ส าหรับงานวิจัยนี้
คณะผู้วิจัยได้ท าการน าเสนอล าดับวิธีการปรับแต่งตัวควบคุม PID ด้วยการหาค่าพารามิเตอร์โดยใช้
การค านวณที่ไม่ซับซ้อนและน้อยที่สุด แต่ต้องอาศัยการวิเคราะห์ระบบอย่างต่อเนื่องเพ่ือติดตามการ
เปลี่ยนแปลงของพารามิเตอร์บางตัว และปล่อยให้โปรแกรมที่ตั้งไว้ท าการค านวณหาค่าพารามิเตอร์
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และควบคุมระบบต่อไป โดยที่ระหว่างนั้นจะมีการปรับปรุงค่าพารามิเตอร์ให้มีความเหมาะสมกับ
ระบบมากที่สุด ผู้วิจัยได้ท าการศึกษาระบบที่เป็นแบบ monotonic step response และที่เป็นแบบ 
underdamped step response และจากการทดสอบในแบบจ าลองนั้น ล าดับวิธีการดังกล่าวนั้นได้
ใช้เวลาน้อยกว่าเมื่อเปรียบเทียบกับการหาค่าแบบผลกระทบชั่วครู่ (Step response test) ส าหรับ
การปรับแต่งค่าพารามิเตอร์ของตัวควบคุม PID แบบต่อเนื่องด้วยการใช้ gain scheduling 

Bryan Kappa(16) มีงานทดลองชื่อ STATE SPACE CONTROL DESIGN FOR DUAL 
INVERTED PENDULUM ผู้ทดลองได้ท าการศึกษาชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ 2 ก้านและมีจุดหมุน
เคลื่อนที่บนตัวรถ (Double-Inverted pendulum) โดยอาศัยแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และการ
ทดลองบนชุดทดลองจริง ซึ่งใช้ระบบควบคุมแบบ Pole Placement โดยพิจารณาเป็น Discrete 
State-space. ในส่วนของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์นั้นใช้โปรแกรม LabVIEW ช่วยในการศึกษา 
และในส าหรับชุดทดลองใช้ไมโครคอนโทรเลอร์ของ ATmega8 ในการควบคุมระบบของชุดลอง 

Nasir(17) ได้ท าการสร้างเสถียรภาพให้กับชุดทดลองลูกตุ้มผกผัน โดยเปรียบเทียบ
ประสิทธิภาพระหว่างชุดควบคุมแบบ PD-PID กับชุดควบคุมแบบ Sliding Mode ซึ่งผู้วิจัยได้สร้าง
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และจ าลองการควบคุมในโปรแกรม Matlab และผลที่ได้จากแบบจ าลอง
นั้นแสดงให้เห็นว่าชุดควบคุมท้ัง 2 แบบสามารถสร้างเสถียรภาพให้กับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุด
หมุนเคลื่อนที่ (Inverted Pendulum) แต่ชุดควบคุมแบบ Sliding Mode นั้นผลตอบสนองที่ดีกว่า
เมื่อเทียบกับชุดควบคุมแบบ PID 

Kaveh Razzaghi(18) ได้ท าการทดลองการควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุน
เคลื่อนที่ (Inverted Pendulum) โดยใช้ชุดควบคุมแบบ PID และท าการจ าลองระบบบนโปรแกรม 
Matlab เมื่อพิจารณาจากระบบนั้น ระบบมีตัวแปรควบคุมถึง 2 ตัวคือมุมของก้านเพนดูลัม และระยะ
การเคลื่อนที่ของตัวรถ ดังนั้นผู้ทดลองจึงพิจารณาแบ่งการทดลองออกเป็น 2 ส่วนโดยแบ่งตามล าดับ
ของตัวแปรที่จะใช้ PID ในการควบคุมได้แก่ 1) ควบคุมการเคลื่อนที่ของตัวรถก่อนจึงไปควบคุมการ
เคลื่อนที่ของก้านเพนดูลัม 2) ควบคุมการเคลื่อนที่ของก้านเพนดูลัมก่อนจึงไปควบคุมการเคลื่อนที่
ของตัวรถ. และจากการทดลองได้แสดงให้เห็นว่าการเรียงล าดับตัวแปรที่จะใช้ในการควบคุมระบบนั้น
มีความส าคัญเช่นกัน โดยถ้าควบคุมการเคลื่อนที่ของก้านเพนดูลัมก่อนจึงไปควบคุมการเคลื่อนที่ของ
ตัวรถ ค่าการแกว่งและค่า overshoot ของระบบ จะมีค่าลดลงรวมไปถึง ระบบนั้นสามารถเข้าสู่
สภาวะสมดุลได้เร็วขึ้น เมื่อเปรียบเทียบกับการควบคุมการเคลื่อนที่ตัวรถก่อนจึงไปควบคุมการ
เคลื่อนที่ของก้านเพนดูลัม ซึ่งผู้ท าการทดลองได้สรุปว่า การควบคุมแบบ PID นั้นได้ถูกออกแบบให้
เหมาะสมส าหรับระบบที่เป็น SISO-Single Input Single Output เท่านั้น แต่ส าหรับระบบที่มีหลาย
ตัวแปรควบคุมนั้นจ าเป็นต้องใช้ตัวควบคุมหลายตัวเช่นกันโดยพิจารณาการจัดล าดับการควบคุมของ
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ตัวแปรควบคุม ซึ่งถ้าเรารู้ว่าตัวแปรใดเป็นตัวแปรหลักของระบบ เราก็อาจควบคุมตัวแปรนั้นเป็นตัว
แรกแล้วค่อยควบคุมตัวแปรที่เหลือตามล าดับ หรือเราอาจสามารถควบคุมระบบได้ด้วยตัวแปรนั้นตัว
แปรเดียว 

Thamer Ali Albahkali(19) ได้ท าการน าเสนอแนวคิดใหม่ส าหรับระบบควบคุมส าหรับ
ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านที่มีจุดหมุนเคลื่อนที่ (Double Inverted pendulum) ซึ่ง
สามารถแกว่งขึ้นไปยังต าแหน่งสมดุลได้เอง ซึ่งเรียกวิธีนี้ว่า Impulse-Momentum โดยมีหลักการ
และแนวคิดดังนี้ 1) ก าหนดค่าเริ่มต้นให้แก่ระบบ 2) ขยับตัวรถเพ่ือให้ก้านเพนดูลัมชิ้นแรกแกว่ง จน
เข้าสู่สภาวะสมดุล และรักษาสภาวะนั้นไว้โดยยอมให้มุมของก้านชิ้นแรกนั้นสามารถแกว่งได้เล็กน้อย 
และ ณ. ขณะนี้ยังไม่พิจารณาพฤติกรรมของก้านเพนดูลัมอันที่สอง 3) ขยับตัวรถเพ่ือให้ก้านเพนดูลัม
ทั้งสองชิ้นเข้าสู่จดสมดุลและรักษาสภาวะสมดุลนั้นต่อไปและผลจากแบบจ าลองนั้นแสดงให้เห็นว่าชุด
ทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านที่มีจุดหมุนเคลื่อนที่นั้นสามารถแกว่งขึ้นไปยังต าแหน่งสมดุลได้เอง 
และเป็นไปตามแนวคิดที่ได้คิดไว้ 

 

 
 

ภาพที่ 1.2 ผลตอบสนองของระบบควบคุมแบบพีไอดี(18) 
 

รายการอ้างอิง 
[18] Razzaghi K, Jalali AA. A new approach on stabilization control of an Inverted 

Pendulum,  using PID controller.  Advanced Materials Research.  2011;403-
408:4674-80. 
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Randy C. Hoover(12) ได้ท าการทดลองควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านที่มี
จุดหมุนเคลื่อนที่ โดยที่พิจารณาระบบที่ไม่เป็นเชิงเส้น และใช้ระบบควบคุมแบบ LQR โดยท าการ
ทดสอบโดยมีการเพ่ิมสัญญาณรบกวนภายนอกเข้าในระบบด้วย ซึ่งผลตอบสนองได้แสดงตามภาพที่ 
1.3 

 
 

ภาพที่ 1.3 ผลตอบสนองของระบบควบคุมแบบ LQR(13) 
 

รายการอ้างอิง 
[13] Skogestad S, Postlethwaite I. Multivariable Feedback Control Analysis and 

design. NJ: Wiley; 2005. 
 

Christopher Mayphew(23) ได้ท าการใช้ระบบควบคุมแบบ H กับชุดทดลองลูกตุ้ม
ผกผันแบบสองก้านที่มีจุดหมุนเคลื่อนที่ และใช้การทดสอบระบบแบบ  ส าหรับวิ เคราะห์
ประสิทธิภาพของความทนทานที่มีต่อระบบ และได้วิธีลองผิดลองถูกแบบ D-K เพ่ือหาระบบควบคุม 

H ที่สร้างทั้งเสถียรภาพและประสิทธิภาพให้กับชุดทดลองนี้ ทั้งนี้ได้ท าการสร้างและทดสอบกับชุด
ทดลองจริงอกีด้วย ซึ่งได้ผลตอบสนองของระบบดังภาพที่ 1.4 
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ภาพที่ 1.4 ผลตอบสนองของระบบควบคุมแบบ H
(23) 

 
รายการอ้างอิง 

[23] Mayphew C. Robust Control of an Inverted Pendulum. [internet]. Available 
from: http://www.ece.ucsb.edu/ 

 
จากงานวิจัยที่ได้กล่าวข้างต้น หากน าระบบควบคุมแบบพีไอดีที่หาค่าพารามิเตอร์ (Kp, 

Ti และ Td) ได้โดยอัตโนมัติมาควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านที่มีจุดหมุนเคลื่อนที่นั้น ก็
สามารถช่วยลดขั้นตอนในการค านวณหาค่าพารามิเตอร์ของตัวควบคุมแบบพีไอดี 

 
1.3 วัตถุประสงค์ 

1.3.1 ศึกษาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านที่มีจุด
หมุนเคลื่อนที ่

1.3.2 ออกแบบระบบควบคุม และประยุกต์ใช้ส าหรับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสอง
ก้านท่ีมีจุดหมุนเคลื่อนที่ให้สามารถมีเสถียรภาพได้โดยใช้โปรแกรม LabVIEW 
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1.4 ขอบเขตงานวิจัย 

1.4.1 ใช้ระบบควบคุมแบบ H 
1.4.2 สภาวะเริ่มต้นของชุดทดลองได้แก่ ตัวรถนั้นอยู่กับที่ ก้านเพนดูลัมที่ 1 และ 2 นั้น

ตั้งตรงและอยู่กับที ่
1.4.3 ก้านเพนดูลัมทั้งสองก้านมีลักษณะและคุณสมบัติเหมือนกันทุกประการ 
1.4.4 ข้อก าหนดในการออกแบบระบบควบคุมมีดังนี ้

(1) ก้านเพนดูลัมทั้งสองก้านสามารถแกว่งตัวได้ไม่เกิน ± 0.05 เรเดียน จาก
ต าแหน่งตั้งตรง 

(2) Settling time มีค่าน้อยกว่า 5 วินาที ส าหรับผลตอบสนองของก้านเพนดูลัม 
(3) Rise time มีค่าน้อยกว่า 2 วินาที ส าหรับผลตอบสนองของตัวรถ 
(4) Steady-state error มีค่าน้อยกว่า 2% ส าหรับผลตอบสนองของตัวรถและ

ก้านเพนดูลัม 
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1.6 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
1.6.1 สามารถน าโปรแกรม LabVIEW มาสร้างแบบจ าลองคณิตศาสตร์ให้กับชุดทดลอง

ลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันที่มีจุดหมุนเคลื่อนที่ได้ 
1.6.2 สามารถน าชุดควบคุมแบบพีไอดีมาประยุกต์ใช้กับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ

สองก้านต่อกันที่มีจุดหมุนเคลื่อนที่ได้ 
1.6.3 สามารถสร้างชุดควบคุมที่ท าให้ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันที่มีจุด

หมุนเคลื่อนที่เกิดเสถียรภาพได้ 
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บทที่ 2 
ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

 
ระบบควบคุมทั่วไปสามารถเขียนเป็นบล็อกไดอะแกรมตามรูปด้านล่างนี้ และเมื่อ

พิจารณาจากรูป สิ่งที่ได้ออกจากระบบ (Plant) คือสัญญาณเอาท์พุท (Output) ซึ่งอาจเป็นได้ทั้งค่า
ของระยะการกระจัด อุณหภูมิ ความดันเป็นต้น แล้วเมื่อน าค่าที่ได้ไปเปรียบเทียบกับค่าของสัญญาณ
อินพุท (Input) จะได้ค่าความผิดพลาด ค่าความผิดพลาดจะถูกส่งต่อไปยังตัวควบคุม (Controller) 
เพ่ือสร้างสัญญาณควบคุมไปควบคุมระบบต่อไป โดยกระบวนการทั้งหมดนี้จะกระท าไปเรื่อยๆ 
จนกว่าค่าของสัญญาณเอาท์พุทจะมีค่าเท่ากับหรือใกล้เคียงกับค่าของสัญญาณอินพุท หรืออีกนัยหนึ่ง
คือค่าความผิดพลาดจะมีค่าลดลงหรือเท่ากับศูนย์ 

 

 
ภาพที่ 2.1 ส่วนประกอบทั่วไปของระบบควบคุม 

 
2.1 ฟังก์ชันถ่ายโอน 

 
ในทฤษฎีของระบบควบคุม ฟังก์ชันถ่ายโอน (Transfer function) มักนิยมใช้ในการ

อธิบายคุณลักษณะความสัมพันธ์ของอินพุท-เอาท์พุทของอุปกรณ์หรือระบบที่เป็นสมการเชิงเส้น 
สมการไม่แปรเปลี่ยนตามเวลา หรือ สมการอนุพันธ์ 

ฟังก์ชันถ่ายโอนเป็นอัตราส่วนระหว่างเอาท์พุทกับอินพุทของระบบ ที่ถูกแปลงลาปลาซ
เรียบร้อยแล้ว โดยที่สมมติให้สภาวะเริ่มต้นมีค่าเป็นศูนย์ 

พิจารณาระบบเชิงเส้นที่ไม่แปรเปลี่ยนตามเวลา (time-invariant) ซึ่งถูกเขียนให้อยู่ใน
รูปของสมการอนุพันธ์ดังนี้ 

       
( ) ( 1)

0 1 1

n n

n na y a y a y a y


     = 
( ) ( 1)

0 1 1    ( )
m m

m mb x b x b x b x n m


      (2.1) 
 

Controller Plant + 
- 

Input Error Output 
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โดยที่ y  คือเอาท์พุทของระบบ และ x  คืออินพุท ดังนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบ
เป็นดังนี้ 

Transfer function:  ( )G s  =  
 

zero initial conditions

output

input

L

L
 

 

 ( )

( )

Y s

X s
 = 

1

0 1 1

1

0 1 1

m m

m m

n n

n n

b s b s b s b

a s a s a s a









   

   
 (2.2) 

 
ในกรณีที่เลขชี้ก าลังของตัวแปร s ที่ตัวส่วนของฟังก์ชันถ่ายโอนมีค่าเท่ากับ n  อาจ

เรียกระบบนั้นว่าเป็น ระบบอันดับที่ n  
 

2.2 แบบจ าลองรูปแบบสเตทสเปซ 
 
การวิเคราะห์แบบจ าลองที่อยู่ในรูปสเตทสเปซ (State-space) จะค านึงถึงตัวแปร 3 ตัว

ซึ่งมีความสัมพันธ์กันในแบบจ าลองของระบบพลศาสตร์ได้แก่ ตัวแปรอินพุท ( input variables) ตัว
แปรเอาท์พุท (output variables) และ ตัวแปรสเตท (state variables) 

ระบบพลศาสตร์จ าเป็นต้องเกี่ยวข้องกับองค์ประกอบที่สามารถจดจ าค่าของสัญญาณ
อินพุทส าหรับ 1t t  ได้ ถ้าให้อินทิเกรเตอร์ในระบบควบคุมแบบต่อเนื่องนั้นเป็นหน่วยความจ า 
สัญญาณเอาท์พุทของอินทิเกรเตอร์สามารถพิจารณาเป็นตัวแปรที่แสดงถึงสถานะภายในของระบบ
พลศาสตร์ ซึ่งหมายความว่าเป็นตัวแปรสเตท และจ านวนของตัวแปรสเตทของระบบพลศาสตร์นั้นจะ
มีค่าเท่ากับจ านวนของอินทิเกรเตอร์ที่เกี่ยวข้องในระบบ 

สมมติว่าในระบบที่มีสัญญาณอินพุทหลายทางและสัญญาณเอาท์พุทหลายทาง (MIMO-
Multiple input multiple output) มีจ านวนอินทิเกรเตอร์เท่ากับ n  ตัว มีสัญญาณอินพุทเท่ากับ 
r  ตัวได้แก่  1 2( ), ( ), , ( )ru t u t u t และมีสัญญาณเอาท์พุทเท่ากับ m  ตัวได้แก่ 

1 2( ), ( ), , ( )my t y t y t  ก าหนดให้สัญญาณเอาท์พุทของอินทิเกรเตอร์ n  ตัวนั้นเป็นตัวแปรสเตท
ได้แก่ 1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x t  ดังนั้นระบบดังกล่าวอาจอธิบายเป็นระบบสมการได้ดังนี้ 
 1( )x t  = 

1 1 2 1 2( , , ; , , ; )n rf x x x u u u t  
 2 ( )x t  = 

2 1 2 1 2( , , ; , , ; )n rf x x x u u u t  
  ·  (2.3) 
  · 
 ( )nx t  = 

1 2 1 2( , , ; , , ; )n n rf x x x u u u t  
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สัญญาณเอาท์พุท 
1 2( ), ( ), , ( )my t y t y t  ของระบบอาจอธิบายเป็นระบบสมการได้ดังนี้ 

 1( )y t  = 
1 1 2 1 2( , , ; , , ; )n rg x x x u u u t  

 2 ( )y t  = 
2 1 2 1 2( , , ; , , ; )n rg x x x u u u t  

  ·  (2.4) 
  · 
 ( )my t  = 

1 2 1 2( , , ; , , ; )m n rg x x x u u u t  
และถ้าก าหนดให้ 

 

1

2

( )

( )

.
( )

.

.

( )n

x t

x t

t

x t

 
 
 
 

  
 
 
 
  

x , 

1 1 2 1 2

2 1 2 1 2

1 2 1 2

( , , ; , , ; )

( , , ; , , ; )

.
( , , )

.

.

( , , ; , , ; )

n r

n r

n n r

f x x x u u u t

f x x x u u u t

t

f x x x u u u t

 
 
 
 

  
 
 
 
  

f x u  

 

1

2

( )

( )

.
( )

.

.

( )m

y t

y t

t

y t

 
 
 
 

  
 
 
 
  

y , 

1 1 2 1 2

2 1 2 1 2

1 2 1 2

( , , ; , , ; )

( , , ; , , ; )

.
( , , )

.

.

( , , ; , , ; )

n r

n r

m n r

g x x x u u u t

g x x x u u u t

t

g x x x u u u t

 
 
 
 

  
 
 
 
  

g x u , 

1

2

( )

( )

.
( )

.

.

( )r

u t

u t

t

u t

 
 
 
 

  
 
 
 
  

u  

 
ดังนั้นสมการที่ (2.3) และ (2.4) สามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้ 
 ( )tx  = ( , , )tf x u  (2.5) 
 ( )ty  = ( , , )tg x u  (2.6) 
โดยสมการที่ เรียกว่าสมการสเตท (state equation) และสมการที่ เรียกว่าสมการเอาท์พุท (output 
equation). ถ้าฟังก์ชันเวคเตอร์ f  หรือ g  นั้นเป็นฟังก์ชันที่ขึ้นกับเวลา จะเรียกระบบนั้นว่าระบบที่
เปลี่ยนแปลงตามเวลา (time-varying system) 

ถ้าสมการที่ (2.5) และ (2.6) เป็นสมการเชิงเส้นที่จุดใช้งาน ดังนั้นสมการดังกล่าว
สามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้ หรือเขียนให้อยู่ในรูปบล็อกไดอะแกรมที่แสดงในภาพที่ 2.2 
 ( )tx  = ( ) ( ) ( ) ( )t t t tA x B u  (2.7) 
 ( )ty  = ( ) ( ) ( ) ( )t t t tC x D u  (2.8) 

โดยที่ ( )tA  เรียกว่า เมตริกซ์สเตท 
 ( )tB  เรียกว่า เมตริกซ์อินพุท 
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 ( )tC  เรียกว่า เมตริกซ์เอาท์พุท 
 ( )tD  เรียกว่า the direct transmission matrix 

และถ้าฟังก์ชันเวคเตอร์ f  หรือ g  นั้นเป็นฟังก์ชันที่ไม่ขึ้นกับเวลา จะเรียกระบบนั้นว่าระบบที่ไม่
แปรเปลี่ยนตามเวลา (time-invariant system) ซึ่งสมการ (2.7) และ (2.8) สามารถลดรูปได้ดังนี้ 
 ( )tx  = ( ) ( )t tAx Bu  (2.9) 
 ( )ty  = ( ) ( )t tCx Du  (2.10) 

 

 
ภาพที่ 2.2 บล็อกไดอะแกรมของระบบเชิงเส้นที่ขึ้นกับเวลา 

 
สภาพควบคุมได้และสภาพสังเกตได้ 
สภาพควบคุมได้ (Controllability) จะบ่งบอกถึงความสามารถของระบบ เมื่อมี

เวกเตอร์ควบคุมแบบไม่มีเงื่อนไขมาขับเคลื่อนระบบจากสถานะเริ่มต้นใดๆ ไปยังอีกสถานะหนึ่ง 
ภายในเวลาที่ก าหนดได้ 

สภาพสังเกตได้ (Observability) จะบ่งบอกถึงความสามารถที่จะสังเกตข้อมูลของตัว
แปรสถานะเมื่อพิจารณาจากสัญญาณเอาท์พุทภายในเวลาที่ก าหนดไว้ 

สมมติให้สมการของระบบคือ 
 x  = uAx B   
 y  = Cx   

โดยที่ x  เป็น เวคเตอร์สถานะ (state vector) ( n -เวคเตอร์) 
 u  เป็น สัญญาณควบคุม (ปริมาณสเกลาร์) 
 A  เป็น เมตริกซ์ n n  
 B  เป็น เมตริกซ์ 1n  
 C  เป็น เมตริกซ์ m n  

∫dt 
u(t) + 

 B(t) 

A(t) 

C(t) 

D(t) 

+ 
 

+ 
 

+ 
 

y(t) x(t) (t) 
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ระบบข้างต้นจะมีสภาพควบคุมได้ก็ต่อเมื่อ 
 rank( )M  = n   

โดยที่ M  = 1n  B AB A B  (2.11) 

หรือเรียกเมตริกซ์ M  ( n n ) ว่า เมตริกซ์ของสภาพควบคุมได้ (Controllability 
matrix) และระบบข้างต้นจะมีสภาพสังเกตได้ก็ต่อเมื่อ 
 rank( )N  = n   

โดยที่ N  = 

1n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C

CA

CA

 (2.12) 

หรือเรียกเมตริกซ์ N  ( n m ) ว่า เมตริกซ์ของสภาพสังเกตได้ (Observability matrix) 
 

2.3 ความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ชันถ่ายโอนและสมการสเตทสเปซ 
 
พิจารณาจากระบบที่มีสัญญาณอินพุททางเดียวและสัญญาณเอาท์พุททางเดียว (SISO-

Single input single output) ซึ่งมีฟังก์ชันถ่ายโอนคือ 

 ( )

( )

Y s

U s
 = ( )G s  (2.13) 

หรืออาจเขียนให้อยู่ในรูปสมการสเตทสเปซได้ดังนี้ 
 x  = uAx B  (2.14) 
 y  = DuCx  (2.15) 
โดยที่ x  คือเวคเตอร์สถานะ u  คือสัญญาณอินพุท และ y  คือสัญญาณเอาท์พุท 

จากนั้นท าการแปลงลาปลาซสมการที่ (2.14) และ (2.15) ได้ดังนี้ โดยที่สมมติให้สภาวะ
เริ่มต้นมีค่าเป็นศูนย์ 
 ( )sX s  = ( ) ( )X s U sA B  (2.16) 
 ( )Y s  = ( ) ( )X s DU sC  (2.17) 
จากสมการที่ (2.16)  
 ( ) ( )s X sI A  = ( )U sB  
 ( )X s  = 1( ) ( )s U sI A B  (2.18) 
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จากนั้นน าสมการที่ (2.18) แทนค่าลงในสมการที่ (2.17) ได้ว่า 
 ( )Y s  = 1( ) ( ) ( )s U s DU s C I A B  

  = 1( ) ( )s D U s   C I A B  

      ( )       
Y(s)

G s
U(s)

   = 1( )s D C I A B  (2.19) 

แทนค่า 1( )s I A  = ( )adj s

s





I A

I A
 

ดังนั้นสมการที่ (2.19) อาจเขียนใหม่ได้ว่า 

 ( )G s  = [ ( )]adj s
D

s






C I A B

I A
 (2.20) 

เพราะฉะนั้นจากสมการข้างต้น สมการคุณลักษณะของระบบ ( )G s  คือ s I A  หรือ
ค่า eigen-value ของ A จะแสดงต าแหน่งโพลของระบบ ( )G s . 

 
2.4 การประมาณค่าเชิงเส้นของระบบสมการที่ไม่เป็นเชิงเส้น 

 
ในการท างานปกติระบบจะท างาน ณ ต าแหน่งที่มีความสมดุล และสัญญาณที่ใช้ในการ

พิจารณาอาจจะใช้แค่บริเวณต าแหน่งที่ระบบมีความสมดุล ซึ่งอาจมีข้อยกเว้นในบางระบบ แต่อย่างไร
ก็ตามถ้าระบบท างานปกติ ณ ต าแหน่งสมดุลและสัญญาณที่พบมีขนาดเล็กมาก ท าให้มีความเป็นไป
ได้ที่จะสามารถท าการประมาณค่าเชิงเส้นให้กับระบบที่ไม่เป็นเชิงเส้น โดยผลจากการประมาณค่าที่ได้
สามารถเทียบเท่ากับระบบจริงที่ไม่เป็นเชิงเส้น แต่มีขอบเขต ณ บริเวณต าแหน่งสมดุลเท่านั้น 

พิจารณาระบบโดยมีอินพุท ( )x t  และเอาท์พุท ( )y t  ซึ่งมีความสัมพันธ์ของ ( )x t  
และ ( )y t  คือ 
 y  = ( )f x  (2.21) 

และถ้าต าแหน่งที่ระบบท างานปกติได้แก่ x และ y  จากนั้นท าการกระจายสมการที่ 
(2.21) ณ ต าแหน่งดังกล่าวได้ว่า 
 y  = ( )f x  

  = 
2

2

2

1
( ) ( ) ( )

2!

df d f
f x x x x x

dx dx
      (2.22) 

สมมติถ้าการเปลี่ยนแปลงของ x  ณ ต าแหน่ง x  มีค่าน้อยมาก ( 0)x x   จึงท าให้
เทอมอนุพันธ์ที่มีเลขชี้ก าลังตั้งแต่สองเป็นต้นไปมีค่าน้อยมากหรือเท่ากับศูนย์ ดังนั้นสามารถตัดเทอม
อนุพันธ์ดังกล่าวทิ้ง ท าให้สมการที่ (2.23) สามารถเขียนใหม่ได้ว่า 
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 y  = ( ) ( )
df

f x x x
dx

   (2.23) 

จากสมการที่ (2.23) เป็นสมการเชิงเส้นที่ได้ท าการประมาณค่า ณ ต าแหน่ง x และ y  
จากสมการที่ (2.22) ซึ่งเป็นสมการที่ไม่เป็นเชิงเส้น 

ต่อมาเมื่อพิจารณาระบบสมการที่มีเอาท์พุท y  และอินพุทซึ่งประกอบด้วย 

1 2, , , nx x x  โดยมีความสัมพันธ์คือ 
 y  = 1 2( , , , )nf x x x  (2.24) 

และถ้าระบบมีต าแหน่งท างานปกติได้แก่ 
1 2, , , nx x x และ y  จากนั้นท าการกระจาย

สมการที่ (2.24) ณ ต าแหน่งใช้งานดังกล่าว และท าการตัดเทอมอนุพันธ์ที่มีเลขชี้ก าลังตั้งแต่สองเป็น
ต้นไปได้ดังนี้ 

 y  = 1 2 1 1 2 2

1 2

( , , , ) ( ) ( )n

f f
f x x x x x x x

x x

 
    
 

 

   ( )n n

n

f
x x

x


 


 (2.25) 

จากสมการที่ (2.25) ระบบสมการเป็นแบบเชิงเส้นที่ได้ท าการประมาณค่า ณ ต าแหน่ง  

1 2, , , nx x x  และ y  
 

2.5 ผลตอบสนองของระบบ 
 
เมื่อพิจารณาจากภาพที่ 2.1 ผลลัพธ์ที่ได้ออกมาจากระบบคือเอาท์พุท โดยเอาท์พุทที่

เกิดขึ้นนั้นจะเรียกว่าผลตอบสนองของระบบ ซึ่งเป็นผลสืบเนื่องจากอินพุทที่ส่งเข้าไปหรือสภาวะ
เริ่มต้น กล่าวคือผลตอบสนองของระบบจะเกิดขึ้นได้ก็ต่อเมื่อมีอินพุทให้กับระบบ หรือสภาวะเริ่มต้น
ของระบบนั้นไม่อยู่ในสภาวะสมดุล 

และเมื่อระบบทางพลศาสตร์ทั่วไปได้รับสัญญาณอินพุทเป็นฟังก์ชั่นหนึ่งหน่วย (Unit-
Step function) ผลตอบสนองของระบบสามารถแสดงได้ตามภาพที่ 2.3 และจากรูปผลตอบสนอง
ทั่วไป พารามิเตอร์ต่างๆที่เกิดขึ้นสามารถอธิบายได้ดังนี้ 

1. Delay time, 
dt   คือ เวลาที่ผลตอบสนองมีค่าครึ่งหนึ่งของค่าที่ก าหนดไว้ 

2. Rise time, 
rt   คือ ช่วงเวลาที่ผลตอบสนองมีค่า 10% - 90% หรือจาก 5% - 95% 

หรือจาก 0% - 100% โดยส าหรับระบบพลศาสตร์ที่มีผลตอบสนองเป็นแบบ 
overdamped ช่วงเวลาที่ใช้ในการพิจารณาคือ 10% - 90% แต่ส าหรับระบบ
พลศาสตร์ที่มีผลตอบสนองเป็นแบบ underdamped ช่วงเวลาที่ใช้ในการพิจารณา
คือ 0% - 100% 
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3. Peak time, pt   คือ เวลาที่ผลตอบสนองมีค่าสูงสุดเป็นค่าแรก 
4. Maximum (percent) overshoot, pM   คือ อัตราส่วนของผลตอบสนองที่มี

ค่าสูงสุดเมื่อเปรียบเทียบกับค่าที่ก าหนดไว้ 
5. Settling time, 

st   คือ เวลาที่ผลตอบสนองมีค่าเข้าใกล้ค่าที่ก าหนดไว้ โดยที่ผลต่าง
ที่เกิดขึ้นอาจอยู่ในช่วง 2% ถึง 5% 

ในการปรับแต่งค่าเกนต่างๆ ของตัวควบคุม มักจะน าพารามิเตอร์เหล่านี้มาประกอบในการพิจาณา
ด้วย 

 
 

ภาพที่ 2.3 ผลตอบสนองทั่วไปของระบบทางพลศาสตร์(23) 
 

รายการอ้างอิง 
[23] Ogata K. Modern Control Engineering. 4th ed. NJ: Prentice Hall; 2002. 

 
2.6 ระบบควบคุมแบบพีไอดี (PID Control) 

 
ระบบควบคุมในภาคอุตสาหกรรมมากกว่าครึ่งหนึ่งได้มีการใช้ระบบควบคุมเป็นแบบ

พีไอดี หรือไม่ก็ระบบควบคุมแบบพีไอดีที่มีการปรับปรุงแล้ว เหตุผลคือตัวควบคุมแบบพีไอดีสามารถ
ปรับแต่งค่าได้ที่หน้างาน มีวิธีการปรับแต่งค่าที่หลากหลายวิธี อีกทั้งวิธีการปรับแต่งค่าแบบอัตโนมัติก็
ถูกพัฒนาอย่างต่อเนื่อง โดยที่ตัวควบคุมแบบพีไอดีบางแบบนั้นมีความสามารถในการปรับแต่งค่าแบบ
อัตโนมัติผ่านทางระบบออนไลน์ และในขณะเดียวกันระบบควบคุมแบบพีไอดีที่ได้มีการปรับปรุ งแล้ว 
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เช่น ระบบควบคุมแบบไอพีดี (I-PD Control) และระบบควบคุมแบบพีไอดีส าหรับ two-degrees-
of-freedom ได้มีการน ามาใช้ในภาคอุตสาหกรรมอยู่ในปัจจุบัน 

 ( )cG s  = 1
(1 )p d

i

K T s
T s

   (2.26) 

หรือ ( )cG s  = i
p d

K
K K s

s
   

โดยที่ p

i

i

K
K

T
  และ d p dK K T  

จากฟังก์ชันถ่ายโอนของตัวควบคุมพีไอดีข้างต้น ตัวควบคุมแบบพีไอดีนั้นจะ
ประกอบด้วยค่าเกนอยู่ 3 ค่าดังนี้ 

1. Proportional gain, pK  จะท าหน้าที่ควบคุมค่าความผิดพลาด ณ เวลาปัจจุบัน 
2. Integral gain, iK  จะท าหน้าที่ควบคุมการสะสมของค่าความผิดพลาด 
3. Derivative gain, dK  จะท าหน้าที่ควบคุมอัตราการเปลี่ยนแปลงของค่าความ

ผิดพลาด 
โดยค่าเกนดังกล่าวจะมีผลกระทบต่อพารามิเตอร์ต่างๆ ที่ใช้ก าหนดคุณสมบัติเฉพาะส าหรับ
ผลตอบสนองของระบบซึ่งแสดงตามตารางข้างล่างนี้ 

 
ตารางที ่2.1 ผลกระทบของค่าเกนที่มีต่อพารามิเตอร์ต่างๆ ของผลตอบสนองของระบบ 

ค่าเกน Rise time Overshoot Settling time Steady-State 

error 

pK  ลดลง เพ่ิมข้ึน เปลี่ยนแปลง 
น้อยมาก 

ลดลง 

iK  ลดลง เพ่ิมข้ึน เพ่ิมข้ึน ลดลงอย่างมี
นัยส าคัญ 

dK  ลดลงน้อยมาก ลดลงน้อยมาก ลดลงน้อยมาก ไม่มีผลในทาง
ทฤษฎี 

 
2.7 วิธีการของซีกเลอร์-นิโคลส์ (Ziegler-Nichols Tuning Rules) 

 
ซีกเลอร์และนิโคลส์ได้น าเสนอวิธีการหาค่าของ Proportional gain, dK , Integral 

time, iT   และ Derivative time, dT   ซึ่งพิจารณาจากลักษณะเฉพาะของผลตอบสนองชั่วครู่ของ
ระบบ ซึ่งวิธีการปรับแต่งค่าของซีกเลอร์-นิโคลส์มีด้วยกัน 2 วิธีคือ 
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2.7.1 วิธีการปฏิกิริยาของกระบวนการ (Process Reaction Method) 
        ในการปรับแต่งค่าด้วยวิธีการปฏิกิริยาของกระบวนการ จะท าการทดลองเพ่ือ

พิจารณาผลตอบสนองของระบบโดยอินพุทเป็นฟังก์ชันหนึ่งหน่วย (Unit-step function) ซึ่งระบบที่
น ามาพิจารณานั้นต้องเป็นระบบเปิด (Open-loop system) ได้แสดงตามภาพที่ 2.4 โดยวิธีการนี้
สามารถน ามาวิเคราะห์ได้ก็ต่อเมื่อผลตอบสนองของระบบที่เกิดขึ้นจะมีลักษณะเป็นเส้นโค้งคล้ายรูป
ตัว S (S-Shaped) ซ่ึงแสดงตามภาพที่ 2.5 

 

 
 

ภาพที่ 2.4 ผลตอบสนองของระบบเมื่ออินพุทเป็นฟังก์ชันหนึ่งหน่วย (Unit-step response)(23) 
 

  
 

ภาพที่ 2.5 ผลตอบสนองของระบบที่มีลักษณะเป็นเส้นโค้งคล้ายรูปตัว S(23) 
 

รายการอ้างอิง 
[23] Ogata K. Modern Control Engineering. 4th ed. NJ: Prentice Hall; 2002. 

 
และจากภาพที่ 2.5 เส้นโค้งคล้ายรูปตัว S นี้จะประกอบด้วยค่าคงที่ 2 ตัวที่เป็น

ลักษณะเฉพาะคือ Delay time, L  และ Time constant, T  และสามารถหาค่าโดยการวาดเส้น
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ความชันจากจุดที่มีความชันมากที่สุดไปตัดกับเส้นแกนของเวลา และตัดกับเส้น ( )c t K  หลังจาก
นั้นน าค่า L  และ T  ที่ได้มาค านวณหาค่าเกนตามตารางที่ 2.2 ต่อไป 

 
2.7.2 วิธีการวัฎจักรท้ายสุด (Ultimate Cycle Method) 
        ในการปรับแต่งค่าด้วยวิธีการวัฎจักรท้ายสุด อันดับแรกให้ท าการตั้งค่า iT    

และ  0dT  เพราะว่าวิธีการนี้จะวิเคราะห์จากระบบควบคุมป้อนกลับแบบสัดส่วน (Proportion 
Control) เท่านั้นซึ่งแสดงตามภาพที่ 2.6 

 

 
 

ภาพที่ 2.6 ระบบควบคุมป้อนกลับแบบสัดส่วน(23) 
 

รายการอ้างอิง 
[23] Ogata K. Modern Control Engineering. 4th ed. NJ: Prentice Hall; 2002. 

 
หลังจากนั้นค่อยๆเพ่ิมค่าเกน pK  จาก 0 จนกระทั่งถึงค่าเกนวิกฤต (Critical gain, 

crK ) ซึ่งเป็นค่าที่ท าให้ผลตอบสนองของระบบนั้นเกิดการแกว่งด้วยแอมพลิจูดคงที่ ( sustained 
oscillation) และขณะเดียวกันให้ท าการวัดคาบเวลา ( crP ) ของการแกว่งที่เกิดขึ้นซึ่งแสดงตามภาพที่ 
2.6 หลังจากนั้นน าค่า crK  และ crP  ที่ได้มาค านวณหาค่าเกนตามตารางที่ 2.3 ต่อไป 

 
ตารางที ่2.2 วิธีการปรับแต่งค่าด้วยวิธีการปฏิกิริยาของกระบวนการโดยซีกเลอร์-นิโคลส์ 

ตัวควบคุม 
pK  

iT  
dT  

P 

L

T    0  

PI 

L

T
9.0  

3.0

L  0  

PID 
1.2

T

L
 L2  L5.0  
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ตารางที ่2.3 วิธีการปรับแต่งค่าด้วยวิธีการวัฎจักรท้ายสุดโดยซีกเลอร์-นิโคลส์ 

ตัวควบคุม 
pK  

iT  
dT  

P 
crK5.0    0  

PI 
crK45.0  

2.1

crP  0  

PID 
crK6.0  

crP5.0  
crP125.0  

 
2.8 วิธีการของโคเฮน-คูน (Cohen-Coon Tuning Rules) 

 
วิธีการนี้เป็นวิธีที่ได้รับความนิยมรองจากวิธีการของซีกเลอร์และนิโคลส์. โคเฮนและคูน

ได้น าเสนอวิธีการปรับแต่งค่าพารามิเตอร์ ซึ่งสามารถประยุกต์ใช้งานได้หลากหลายกว่าวิธีการของซีก
เลอร์และนิโคลส์ โดยวิธีการของซีกเลอร์และนิโคลส์สามารถท างานได้ดีเฉพาะระบบที่มี dead time 
น้อยกว่าครึ่งหนึ่งของเวลาคงตัว ซึ่งวิธีการของโคเฮนและคูนสามารถท างานได้ดีกับระบบที่มี dead 
time น้อยกว่า 3/4 เท่าของเวลาคงตัว และอีกยังได้เพ่ิมวิธีการปรับแต่งของชุดควบคุมแบบพีดีอีก
ด้วย 

วิธีการปรับแต่งของโคเฮนและคูนจะคล้ายคลึงกับวิธีการปฏิกิริยาของกระบวนการของ
ซีกเลอร์และนิโคลส์ โดยก าหนดให้ a KL T  และ ( )L L T    จากนั้นท าการค านวณหา
ค่าพารามิเตอร์ตามตารางที่ 2.4 ต่อไป 

 
ตารางที ่2.4 วิธีการปรับแต่งค่าด้วยวิธีการของโคเฮนและคูน 

ตัวควบคุม 
pK  

iT  
dT  

P 
1 0.35

1
1a








 
 
 

   0  

PI 
0.9 0.92

1
1a








 
 
 

 
3.3 3

1 1.2
L








 0  

PD 
1.24 0.13

1
1a








 
 
 

   
0.27 0.36

1 0.87
L








 

PID 
1.35 0.18

1
1a








 
 
 

 
2.5 2

1 0.39
L








 

0.37 0.37

1 0.81
L








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2.9 ระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ 
 
ส าหรับระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ (State feedback control) นั้นจะท างาน

ได้ดีส าหรับปัญหาระบบควบคุมแบบคงค่า (regulator problem) แต่ส าหรับปัญหาระบบควบคุมที่
เป็นแบบปรับค่าตาม (tracking/servo problem) จะไม่สามารถท างานได้ในบางระบบเท่านั้น เพราะ
เนื่องจากยังคงมีค่าความผิดพลาดของสถานะคงตัว (steady-state error) เหลืออยู่ จึงท าให้
ผลตอบสนองของระบบยังคงมีความคลาดเคลื่อน ดังนั้นในการแก้ปัญหาดังกล่าว จ าเป็นต้องเพ่ิม
อุปกรณ์ที่มีความสามารถก าจัดค่าความผิดพลาดของสถานะคงตัวนั้นทิ้งไปเช่น เกนขยายป้อน
ก้าวหน้า (feed-forward gain) หรือ ตัวกระท าแบบอินทิกรัล (Integral action) 

 
2.9.1 เกนขยายป้อนก้าวหน้า 
       จากระบบพลศาสตร์ทั่วไปเขียนเป็นสมการสเตทสเปซได้ว่า 

 ( )tx  = ( ) ( )t u tAx B  (2.27) 
 ( )y t  = ( )tCx  (2.28) 
ให้ ( )r t  เป็นสัญญาณอ้างอิงเป็นฟังก์ชันแบบขั้น (step function) กระท าที่เวลาเริ่มต้น ( 0t  ) และ 
ณ สภาวะคงตัวสามารถเขียนเป็นสมการได้ว่า 
 ( )x  = ( ) ( )u  Ax B  (2.29) 
 ( )y   = ( )Cx  (2.30) 
และจากต าแหน่งสภาวะคงตัวพบว่า ( ) 0 x  และ ( )y r   จากนั้นก าหนดให้ ( ) xr x N  
และ ( ) uu N r   แทนค่าข้างต้นลงในสมการที่ (2.29) และ (2.30) ได้ว่า 
 0  = x ur N rAN B  (2.31) 
 r  = xrCN  (2.32) 
หรือเขียนให้อยู่ในรูปเมตริกซ์ เมื่อสัญญาณอ้างอิงเป็นฟังก์ชันแบบขั้น (step function) ( 1r  ) 

 
0

x

uN

  
  

   

NA B

C
 = 

0

1

 
 
 

  

     
x

uN

 
  

 

N
 = 

1
0

0 1



   
   
   

A B

C
 (2.33) 

และ ณ สภาวะคงตัว กฎการควบคุมคือ 
  ( ) ( )u t u   = [ ( ) ( )]t  K x x  (2.34) 
แทนค่าจากสมการข้างต้นได้ว่า 
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  ( )u t  = [ ( ) ]x ut r N r  K x N   
หรือ  ( )u t  = ( )t Nr Kx  (2.35) 
โดยที่ N   =  x uNN K  (2.36) 

 

 
ภาพที่ 2.7 บล็อกไดอะแกรมทั่วไปของระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ 

และเกนขยายป้อนก้าวหน้า 
 
2.9.2 ตัวกระท าแบบอินทิกรัล 

 
ภาพที่ 2.8 บล็อกไดอะแกรมทั่วไปของระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ 

และตัวกระท าแบบอินทิกรัล 
 
จากภาพที่ 2.8 สามารถเขียนเป็นสมการได้ว่า 

 x  = uAx B  (2.37) 

 ∫ 
u + 

 B 

A 

C 

K 

+ 
 

y x 

 
 

+ 
 

r 

∫ 
u + 

 B 

A 

C 

K 

+ 
 

+ 
 

y x 

 
 

+ 
 kI ∫ 

r 

 
 

  



25 
 

 y  = Cx  (2.38) 
 u  = ξIk Kx  (2.39) 
 ξ  = r Cx  (2.40) 

โดยที่ x  เป็น เวกเตอร์สถานะของระบบ (n -เวกเตอร์) 
 u  เป็น สัญญาณควบคุม (ปริมาณสเกลาร์) 
 y  เป็น สัญญาณเอาท์พุท (ปริมาณสเกลาร์) 
 ξ  เป็น สัญญาณเอาท์พุทของตัวอินทิเกรเตอร์  (ปริมาณสเกลาร์) 
 r  เป็น สัญญาณอินพุทอ้างอิง (ปริมาณสเกลาร์) 
 A  เป็น เมตริกซ์ค่าคงที่ ( n n ) 
 B  เป็น เมตริกซ์ค่าคงที่ ( 1n ) 
 C  เป็น เมตริกซ์ค่าคงที่ (1 n ) 
 
สมมติให้สมการที่ (2.37) เป็นระบบที่เป็นสภาพควบคุมได้ ดังนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของ

ระบบคือ 
 ( )pG s  = 1( )s C I A B  (2.41) 
จากนั้นสมมติว่าสัญญาณอ้างอิงเป็นฟังก์ชันแบบขั้น (step function) กระท าที่เวลาเริ่มต้น ( 0t  ) 
ดังนั้นเมื่อเวลา 0t   สมการของระบบสามารถเขียนใหม่โดยท าการรวมสมการที่ (2.37) และ (2.40) 
ดังนี้ 

 
( )

( )

t

t

 
 
 

x

ξ
 = ( ) 0

( ) ( )
0 ξ( ) 0 1

t
u t r t

t

       
        

       

A 0 x B

C
 (2.42) 

ในการออกแบบระบบควบคุมจะต้องท าให้มีเสถียรภาพหรือท าให้เส้นทางของ ( )x , ξ( )  และ 
( )u   ลู่เข้าค่าคงที่ค่าใดค่าหนึ่ง จากนั้น ณ สภาวะคงตัว ξ( ) 0t   จึงท าให้ ( )y r   เพราะฉะนั้น 

ณ สภาวะคงตัวสามารถเขียนเป็นสมการได้ดังนี้ 

 
( )

( )

 
 

 

x

ξ
 = ( ) 0

( ) ( )
0 ξ( ) 0 1

u r
       

          
        

A 0 x B

C
 (2.43) 

และจากที่กล่าวมาข้างต้น สัญญาณอ้างอิงเป็นฟังก์ชันแบบขั้น ดังนั้น ( ) ( )r r t r   (ค่าคงที่)  เมื่อ
เวลา 0t   จากนั้นน าสมการที่ (2.42) มาลบกับสมการที่ (2.43) ได้ดังนี้ 

 
( ) ( )

( ) ( )

t

t

  
 

  

x x

ξ ξ
 =  

( ) ( )
( ) ( )

0 ξ( ) ξ( ) 0

t
u t u

t

      
       

       

A 0 x x B

C
 (2.44) 

ก ำหนดให้ 
 ( ) ( )t  x x  = ( )e tx  
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 ξ( ) ξ( )t    = ξ ( )e t  
 ( ) ( )u t u   = ( )eu t  
ดังนั้นสมการที่ (2.44) สามารถเขียนได้ใหม่ว่า 

 
( )

( )

e

e

t

t

 
 
 

x

ξ
 = ( )

( )
ξ ( )0 0

e

e

e

t
u t

t

    
    

    

xA 0 B

C
 (2.45) 

โดยที่ 
 ( )eu t  = ( ) ξ ( )e I et k t Kx  (2.46) 

จากนั้นก าหนดให้ ( )te  เป็นเวกเตอร์ของค่าคลาดเคลื่อน (error vector, 1n  
เวกเตอร์) คือ 

 ( )te  = ( )

ξ ( )

e

e

t

t

 
 
 

x  (2.47) 

ดังนั้นจากสมการที่ (2.45) สามารถเขียนได้ใหม่ว่า 
 e  = ˆ ˆ

euAe B  (2.48) 
โดยที่ 

 Â  = 
0

 
 
 

A 0

C
, B̂  = 

0

 
 
 

B
 

และจากสมการที่ (2.48) พบว่า 
 ( )eu t  = ˆKe  (2.49) 
โดยที่ 
 K̂  =  IkK  

ซึ่งค่าเกน K̂  สามารถหาโดยวิธีวางขั้ว (pole placement) หรือ วิธีแบบก าลังสองเชิง
เส้น (LQR) 

 
2.10 ระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้น 

 
ระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้น หรือ LQR-Linear Quadratic Regulator เป็น

ระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ (State feedback control) และเป็นหนึ่งในหลายวิธีของระบบ
ควบคุมแบบเหมาะสมที่สุด (optimal control) 

อัลกอลิทึมของวิธีการแบบก าลังสองเชิงเส้นเป็นวิธีหนึ่งที่ใช้ในการค่าเกนของสถานะ
ป้อนกลับ (state-feedback gain) ซึ่งคล้ายคลึงกับวิธีวางขั้ว (pole placement) แต่จะให้พลังงานที่
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จ่ายออกไปมีค่าน้อยที่สุด โดยพิจารณาจากระบบที่มีสมการสเตท ดังสมการที่ (2.50) ซึ่งเป็นระบบที่มี
สภาพควบคุมได้ 
 x  = Ax Bu  (2.50) 

 
ภาพที่ 2.9 บล็อกไดอะแกรมของระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้น 

 

มีสภำวะเร่ิมต้นคือ 0(0) x x  และกฎกำรควบคมุเป็น 
 u  = Kx  (2.51) 

ดงันัน้คำ่น้อยท่ีสดุของพลงังำนท่ีจำ่ยออกไปคือ 

 J  = T T

0

( )dt



 x Qx u Ru  (2.52) 

โดยที่ Q  เป็น เมตริกซ์สมมาตรและมีค่าเป็นบวก (positive-definite matrix) 
 R  เป็น เมตริกซ์สมมาตรและมีค่าเป็นบวก (positive-definite matrix) 

 
จากสมการที่ (2.52) อาจกล่าวได้ว่า Q  เป็น ตัวประกอบถ่วงส าหรับตัวแปรสเตท และ 

R  เป็น ตัวประกอบถ่วงส าหรับสัญญาณควบคุม 
จากนั้นท าการแก้ปัญหาของระบบด้วยวิธีแบบเหมาะสมที่สุด โดยการน าสมการที่ 

(2.51) ลงในสมการที่ (2.50) จะได้ 
 x  = Αx BKx   
หรือ x  = ( )A BK x  (2.53) 

จากสมการข้างต้น ให้สมมติว่าเมตริกซ์ ( )A BK  ท าให้ระบบเสถียร หรือ 
eigenvalue มีค่าเป็นลบและอยู่บนแกนจริง จากนั้นท าการแทนค่าสมการที่ (2.51) ลงในสมการที่ 
(2.52) ได้ว่า 

 J  = T T T

0

( )dt



 x Qx x K RKx   

 
u 

K 

x 
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  = T T

0

( ) dt



x Q K RK x  (2.54) 

ก าหนดให้ 

 T T( )x Q K RK x  = T( )
d

dt
 x Px  

  = T T x Px x Px  (2.55) 
โดยที่ P  เป็นเมตริกซ์สมมาตรและมีค่าเป็นบวก 

 
จากนั้นน าสมการที่ (2.49) แทนในสมการที่ (2.55)ได้ว่า 

 T T( )x Q K RK x  = T T( ) ( )T   x A BK Px x P A BK x  

 T T( )x Q K RK x  = T T( ) ( )     x A BK P P A BK x  

และสมการข้างต้นจะเป็นจริงได้ส าหรับ x  ใดๆ ต่อเมื่อ 
 T( ) ( )  A BK P P A BK  = T( ) Q K RK  (2.56) 
เพราะฉะนั้นสมการข้างต้นสามารถพิสูจน์ได้ว่า ถ้า ( )A BK  ท าให้ระบบเสถียร ก็จะสามารถหาค่า
เมตริกซ์ P  ได้ 

ในการหาค าตอบของปัญหาแบบก าลังสองเชิงเส้นเหมาะสมที่สุดท าได้ดังนี้ จากที่กล่าว
ไว้ข้างต้นเมตริกซ์ R  เป็นเมตริกซ์สมมาตรและเป็นค่าจริง สามารถเขียนได้ว่า 
 R  = T

T T   
โดยที่ T  เป็น นอนซิงกูลาร์เมตริกซ ์ดังนั้นสมการที่ (2.56) สามารถเขียนได้ใหม่ดังนี้ 
 T( ) ( )  A BK P P A BK  = T T( ) Q K T TK  
 T T T T T( ) ( )    A K B P P A BK Q K T TK  = 0  

 T
T T 1 T T 1 T 1 T( ) ( )             A P PA TK T B P TK T B P PBR B P Q  = 0  

ค่าท่ีน้อยที่สุดของฟังก์ชัน J  จะข้ึนอยู่กับค่าเกน K  ที่ได้ ดังนั้นจากสมการข้างต้น ค่าที่น้อยที่สุดของ
ค่าเกน K  คือ 

T
T T 1 T T 1 T( ) ( )        x TK T B P TK T B P x  

และจากเทอมข้างต้นนั้นจะมีค่าเป็นบวก ดังนั้นค่าน้อยที่สุดที่เกิดข้ึนคือศูนย์ หรือเมื่อ 
 TK  = T 1 T( )T B P   
 K  = 1 T 1 T( ) 

T T B P   
หรือ K  = 1 T

R B P  (2.57) 
เพราะฉะนั้นค่าเกนของสถานะป้อนกลับแบบเหมาะสมที่สุดจะหาค่าได้จากสมการที่ (2.57) ดังนั้นกฎ
การควบคุมแบบเหมาะสมท่ีสุดส าหรับปัญหาระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นคือ 
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 ( )tu  = 1 T ( )tR B Px  (2.58) 
โดยที่เมตริกซ์ P  สามารถหาได้จาก 
 T 1 T  A P PA PBR B P Q  = 0  (2.59) 
ซึ่งสมการข้างต้นเรียกว่า Algebraic Riccati Equation (ARE) 

จะเห็นได้ว่าผลตอบสนองของระบบนั้นเป็นผลที่เกิดจากค่าเกน K  และค่าเกน K  
ค านวณมาจากค่า Q  และ R  ดังนั้นผลตอบสนองของระบบเป็นผลโดยตรงจากค่าของ Q  และ R  
เพราะฉะนั้นต้องท าการปรับเปลี่ยนค่า Q  และ R  แบบลองผิดลองถูก เพ่ือให้ผลตอบสนองเป็นไป
ตามท่ีก าหนดไว้ 

 
2.11 ระบบควบคุมแบบ H∞ 

 
ในปัจจุบันระบบควบคุมที่ได้รับความนิยมส าหรับปัญหาระบบควบคุมแบบเหมาะสม

ที่สุดและแบบทนทาน (Robust Control) หนึ่งในนั้นคือ ระบบควบคุมแบบ H∞ ซึ่งได้รับการพัฒนา
อย่างต่อเนื่อง โดยระบบควบคุมนี้จะพิจารณาทั้งความมีเสถียรภาพและประสิทธิภาพของระบบควบคู่
กัน 

 
2.11.1 ตัวถ่วงความอ่อนไหว (Weighted sensitivity) 
          ฟังก์ชันความอ่อนไหว ( S ) เป็นตัวบ่งชี้ที่ดีส าหรับประสิทธิภาพของระบบแบบ

ปิด ไม่ว่าจะเป็นที่เป็นระบบแบบ SISO และ MIMO ข้อได้เปรียบส าคัญของการพิจารณาฟังก์ชันความ
อ่อนไหวคือการท าให้ S  มีค่าน้อย และข้อก าหนดทั่วไปในการพิจารณาฟังก์ชันความอ่อนไหว ( S ) 
ประกอบด้วย 

1. ค่าแบนด์วิดท์ความถี่น้อยที่สุด (ω )B

  คือค่าความถี่ที่ ( )S j  ตัดกับค่า 0.707 ที่มี
จากด้านล่าง 

2. ค่าความผิดพลาดมากที่สุดแบบปรับค่า (tracking error) ณ ความถี่ท่ีได้เลือกไว้ 
3. ค่าความผิดพลาดมากที่สุดแบบปรับค่า ณ สภาวะคงตัว (steady-state tracking 

error), A  
4. รูปแบบของฟังก์ชันความอ่อนไหว ( S ) ณ ความถี่ท่ีได้เลือกไว้ 
5. ค่าขนาดสูงสุดซึ่งมากที่สุดของฟังก์ชันความอ่อนไหว ( S ) หรือ ( )S j M


  
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ในทางคณิตศาสตร์ ข้อจ ากัดเหล่านี้อาจแสดงในรูปแบบของขอบเขตด้านบนที่อยู่บนค่า 
S  ซึ่ง ( )Pw s  เป็นตัวถ่วงที่ เลือกโดยผู้ออกแบบ และสัญลักษณ์ P  ที่ เป็นตัวห้อยแสดงถึง
ประสิทธิภาพ แต่เนื่องจากที่ได้กล่าวมา S  เป็นตัวบ่งชี้ถึงประสิทธิภาพ ดังนั้นค่าประสิทธิภาพที่
ต้องการสามารถแสดงได้ดังนี้ 

( ) 1 ( ) ,    PS j w j     
   1,    Pw S     

   1Pw S


   
ค่าประสิทธิภาพที่ต้องการที่แสดงในสมการสุดท้ายอาจเรียกว่า ค่านอร์ม H∞ ของตัว

ถ่วงความอ่อนไหว ( Pw S ) จะต้องมีค่าน้อยกว่าหนึ่งเสมอ 

 
2.11.2 การเลือกค่าตัวถ่วง 

 

 
 

ภาพที่ 2.10 ตัวถ่วงประสิทธิภาพแบบผกผัน 
 
ภาพวาดของขอบเขตด้านบน ได้แสดงในภาพที่ 2.10 หรือเขียนเป็นสมการที่ได้ดังนี้ 

 ( )Pw s  = ω

ω

B

B

s M

s A








 (2.60) 

และจากภาพจะเห็นได้ว่า 1 Pw  ที่ด้านความถ่ีต่ าค่าของ 1A   ที่ด้านความถี่สูงค่าของ 
1M   และเส้นกราฟตัดกับ 1 ที่ความถี่เท่ากับ ωB

  ซึ่งเป็นค่าประมาณของแบนด์วิดท์ที่ต้องการ 
และบางกรณีต้องการเพ่ิมความชันให้กับตัวถ่วงประสิทธิภาพ โดยการเปลี่ยนอันดับของเลขชี้ก าลัง
ของสมการที่ (2.60) หรือสามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้ 
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 ( )Pw s  =  

 

1

1

ω

ω

n
n

B

n
n

B

s M

s A








 (2.61) 

โดยที่ n  เป็นค่าของความชัน 
 
2.11.3 ความต้องการแบบผสมผสาน (Stacked requirements: Mixed 

sensitivity) 
         ข้อจ ากัดที่ว่า 1 Pw  จะท าให้ S  มีขอบเขตอยู่ด้านล่าง ณ แบนด์วิดท์นั้น แต่ไม่

อาจท าให้อยู่ด้านบนส าหรับข้อจ ากัดอ่ืนๆ ที่เพ่ิมเข้าในการออกแบบระบบควบคุม เช่น ในการจ ากัด
ขนาดของสัญญาณด้านอินพุท ท าได้โดยเพ่ิมตัวถ่วง ให้อยู่ด้านบนของ KS  ดังนั้นในการผสม
ข้อจ ากัด (บางครั้งเรียกว่า /S KS ) ที่ได้กล่าวมาท าได้โดย 
 N


 =  max ( )     1N j


    (2.62) 

โดยที่ 

 N  = P

u

w S

w KS

 
 
 

 

หลังจากหาค่า N  แล้ว จึงสามารถค านวณหาค่าระบบควบคุมแบบ H∞ ที่จะท าให้ N  
มีค่าน้อยท่ีสุด หรือเขียนได้ว่า min ( )

K
N K


 โดยที่ K  คือตัวควบคุมแบบ H∞ 

 
2.11.4 รูปแบบท่ัวไปของระบบ (Generalized plant) 
         ในการออกแบบระบบควบคุม H∞ จ าเป็นเปลี่ยนรูปแบบของระบบให้อยู่ใน

รูปแบบทั่วไปดังภาพที่ 2.11 และจากภาพที่ 2.12ก สามารถเขียนสมการของสัญญาณเข้า-ออกของ
ระบบทั่วไป P  ได้ดังนี้ 

 w  = 
d

r

n

 
 
 
  

 (2.63) 

 z  = y r  = Gu d r   (2.64) 
 v  = 

mr y  = r Gu d n    (2.65) 
 
และสามารถเขียนระบบทั่วไป P  ให้อยู่เมตริกซ์ของฟังก์ชันถ่ายโอนจาก  

T
w u  ถึง 

 
T

z v  ได้ว่า 

 
z

v

 
 
 

 = 
w

P
u

 
 
 

 (2.66) 
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โดยที่ 

 P  = 
0I I G

I I I G

 
 
   

 

 

 
ภาพที่ 2.11 รูปแบบทั่วไปของระบบ P  

 

 
ภาพที่ 2.12 รูปแบบทั่วไปของระบบควบคุม 

 
ส าหรับปัญหาแบบ /S KS  หรือจากสมการที่ (2.63) สามารถเขียนให้อยู่ในรูป

บล็อกไดอะแกรมดังภาพที่ 2.13 โดยที่  
 1z  = 

UuW  (2.67) 
 2z  = 

P PW Gu W w  (2.68) 
 v  = w Gu   (2.69) 

 

P 

K 

w z 

u v 

(weighted) 

exogenous inputs 

control signals sensed outputs 

(weighted) 

exogenous outputs 

G    

K 

 

+ 

+ 

+ 

+ 

 

+ 

+ 

 

u v 

z 

d 
r 

n 
w P 

P 

K 

w z 

u v y 

ym 

(ก) (ข) 
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ดังนั้นระบบทั่วไป P  จาก  
T

w u  ถึง  
T

z v  คือ 

 P  = 
0 U

P P

W I

W I W G

I G

 
 
 
   

 (2.70) 

 
ภาพที่ 2.13 บล็อกไดอะแกรมของระบบ z Nw  

 
2.11.5 การแบ่งส่วนของระบบท่ัวไป 
          ในปกติสามารถแบ่งส่วนของระบบทั่วไป P  ได้ดังนี้ 

 P  = 11 12

21 22

P P

P P

 
 
 

 (2.71) 

โดยที่ในแต่ละส่วนสามารถเทียบเคียงได้กับสัญญาณ z , w , u  และ v  จากภาพที่ 
2.12ก ดังนี้ 
 z  = 11 12P w P u  (2.72) 
 v  = 21 22P w P u  (2.73) 

หรือเมื่อเปรียบเทียบกับสมการที่ (2.70) สามารถแบ่งได้ดังนี้ 

 
11P  = 

0

PW I

 
 
 

; 
12P  = U

P

W I

W G

 
 
 

 

 
21P  = I ; 

22P  = G  
 
2.11.6 การหาเมตริกซ ์N จากการวิเคราะห์ระบบปิด 
          จากภาพที่ 2.13 พบว่าตัวควบคุม K  อยู่ด้านนอกระบบ ทั้งนี้เพ่ือใช้ในการ

ค านวณหาสมการระบบควบคุม อย่างไรก็ตามในการวิเคราะห์ประสิทธิภาพของระบบปิดที่เป็นไปตาม

G 
  

K 
+ 

+ 

 u 

v 

z 

w 

WP 
0

WU 
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ระบบควบคุมท่ีได้ค านวณมานั้น ท าได้โดยน าตัวควบคุม K  มาต่อเข้ากับระบบเพ่ือให้ได้ N  ในภาพ
ที่ 2.13 โดยที่ z Nw  

จากที่ N  เป็นฟังก์ชันของ K  ดังนั้นการหาค่า N  จะต้องท าการแยกระบบให้เป็น
ส่วนๆ ดังสมการที่ (2.71), (2.72) และ (2.73) ซึ่งต้องน าสมการของระบบควบคุมมาพิจารณาด้วย 
 u  = Kv  (2.74) 

จากนั้นท าการจัดรูปสมการใหม่โดยการก าจัดตัวแปร u  และ v  ดังนั้นสามารถเขียน
สมการ N  ได้ดังนี้ 
 N  = 1

11 12 22 21( )P P K I P K P    ( , )lF P K  (2.75) 
ซึ่ง ( , )lF P K  คือ Lower linear fractional transformation (LFT) ของระบบ P  

โดยที่มีตัวควบคุม K  เป็นพารามิเตอร์ และจากภาพที่ 2.12 เห็นได้ว่าตัวควบคุม K  เป็นบล็อกที่อยู่
ด้านล่างของระบบ P  

 
2.11.7 ตัวควบคุมแบบ H∞ 
          ในการแปลงปัญหาการออกแบบระบบควบคุมแบบป้อนกลับทั่วไปให้กลายเป็น

ปัญหาระบบควบคุมแบบ H∞ นั้นมีด้วยกันหลายวิธี และได้มีการก าหนดปัญหาระบบควบคุมแบบ
ป้อนกลับใดๆ ให้อยู่ในรูปแบบมาตรฐานด้วย ซึ่งจากรูปแบบระบบควบคุมทั่วไปแสดงในภาพที่ 2.12ข 
สามารถเขียนเป็นสมการได้ดังนี้ 

 
z

v

 
 
 

 = ( )
w

P s
u

 
 
 

 = 11 12

21 22

( ) ( )

( ) ( )

P s P s w

P s P s u

   
   

  
 (2.76) 

 u  = ( )K s v  (2.77) 
หรือเขียนให้อยู่ในรูปแบบสเตทสเปซดังนี้ 

 P  = 
1 2

1 11 12

2 21 22

A B B

C D D

C D D

 
 
 
  

 (2.78) 

โดยที่มีสัญญาณเข้า-ออกประกอบด้วย u  เป็นตัวแปรควบคุม v  เป็นตัวแปรที่วัดค่าได้ w  เป็น
สัญญาณภายนอกเช่น สัญญาณรบกวน ( dw ) และ สัญญาณค าสั่ง ( r ) และสัญญาณสุดท้าย z  เป็น
ตัวแปรความผิดพลาดซึ่งจะถูกท าให้มีค่าน้อยที่สุดเพ่ือให้เป็นไปตามข้อก าหนดที่ได้เตรียมไว้ ดังนั้น
สมการฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบปิดซึ่งพิจารณาจาก w  ถึง z  โดยเขียนให้อยู่ในรูปของสมการ LFT 
ดังนี้ 

 z  = ( , )lF P K w  (2.79) 
โดยที่ 
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 ( , )lF P K  = 1

11 12 22 21( )P P K I P K P   (2.80) 
ระบบควบคุมแบบ H∞ สามารถหาจากการท าให้ค่านอร์มของ ( , )lF P K  มีค่าน้อย

ที่สุดซึ่งจะพิจารณาต่อไป 
วิธีการหรืออัลกอริทึมส าหรับการแก้ปัญหาระบบควบคุม H∞ ที่นิยมใช้กันอย่าง

กว้างขวางคือ การแก้ปัญหาด้วยวิธีสเตทสเปซ2 ในการแก้ปัญหาดังกล่าวจะต้องอยู่ภายใต้ข้อก าหนด
ดังนี้ 

(A1) ( A , 2B , 2C ) จะต้องมีความสามารถทางเสถียรภาพและตรวจพบได้ 
(A2) 12D  และ 22D  จะต้องเป็น Full rank 

(A3) 2

1 12

A j I B

C D

 
 
 

 จะต้องเป็น full column rank ในทุกๆ   

(A4) 1

2 21

A j I B

C D

 
 
 

 จะต้องเป็น full row rank ในทุกๆ   

(A5) 11D  = 0 และ 12D  = 0 

(A6) 12D  =  
T

0 I  และ 21D  =  0 I  
(A7) T

12 1D C  = 0 และ T

1 21B D  = 0 
(A8) ( A , 1B ) จะต้องมีความสามารถทางเสถียรภาพและ ( A , 1C ) จะต้องมี

ความสามารถในการตรวจพบได้ 
 
โดยปกติอาจจะกล่าวได้ว่าอัลกอริทึมของระบบควบคุม H∞ คือการหาตัวควบคุมย่อย 

(sub-optimal controller) นั่นคือถ้าก าหนดให้   เป็นค่าคงที่ ตัวควบคุมที่จะท าให้ระบบมี
เสถียรภาพหาได้จาก ( , )lF P K 


 และถ้าต้องการหาตัวควบคุมที่เหมาะสมที่สุดจะต้องท าการ

ค านวณซ้ าไปซ้ ามาด้วยอัลกอริทึมข้างต้น 
 
2.11.8 ตัวควบคุม H∞ แบบเหมาะสมที่สุด 
         จากรูปแบบระบบควบคุมทั่วไปแสดงในภาพที่ 2.12ข มาตรฐานส าหรับปัญหา

ระบบควบคุม H∞ แบบเหมาะสมที่สุดคือการหาตัวควบคุมเสถียรภาพ ( K ) ทั้งหมดด้วยการหาค่า
น้อยที่สุดของ 
 ( , )lF P K


 =  

ω
max ( , )( )lF P K j   (2.81) 

ค่านอร์มของ H∞ ได้มีการอธิบายอย่างมากมายในเชิงของประสิทธิภาพ หนึ่งในนั้นคือ
การท าให้ค่าสูงสุดของค่าเอกพจน์สูงสุดของ ( ( ), ( ))lF P j K j   มีค่าน้อยที่สุด โดยสมมติให้ 

min  
เป็นค่าที่น้อยที่สุดของ H∞ ส าหรับตัวควบคุมเสถียรภาพ ( K ) ทั้งหมด ดังนั้นปัญหาระบบควบคุมย่อย
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แบบเหมาะสมที่สุดของ H∞ คือ การก าหนดให้ 
min   แล้วท าการหาค่าตัวควบคุมเสถียรภาพ ( K ) 

ทั้งหมดท่ีท าให้ 
 ( , )lF P K


 <   (2.82) 

ซึ่งสามารถแก้ปัญหาอย่างมีประสิทธิภาพด้วยการลดค่าของ   ซ้ าไปเรื่อยๆ จนกว่าจะ
ได้ผลลัพธ์ที่เหมาะสม อัลกอริทึมดังกล่าวได้ท าการรวบรวมด้วยสมมติฐานอย่างง่ายดังนี้ 

 
2.11.9 อัลกอลิทึมทั่วไปของ H∞ 
         จากรูปแบบระบบควบคุมทั่วไปแสดงในภาพที่ 2.12ข ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ใน

รูปสมการได้แก่สมการที่ (2.76) จนถึง (2.78) และเป็นไปตามสมมติฐาน (A1) จนถึง (A8) จะสามารถ
หาค่าตัวควบคุมเสถียรภาพ ( )K s  ที่ท าให้ ( , )lF P K 


  ก็ต่อเมื่อ 

• 0X   ซึ่งเป็นผลลัพธ์ที่ได้จาก Algebraic Riccati Equation 
 2

1 1 1 1 2 2( )T T T TA X X A C C X B B B B X 

        = 0  (2.83) 
   ที่ท าให้ 2

1 1 2 2Re   ( ) 0,   T T

i A B B B B X i  


       และ 

 
• 0Y   ซึ่งเป็นผลลัพธ์ที่ได้จาก Algebraic Riccati Equation 

 2

1 1 1 1 2 2( )T T T TAY Y A B B Y C C C C Y 

        = 0  (2.84) 
   ที่ท าให้ 2

1 1 2 2Re   ( ) 0,   T T

i A Y C C C C i  


       และ 

 
•   2X Y     
   ดังนั้นตัวควบคุมเสถียรภาพจะก าหนดโดย ( , )l cK F K Q=  ซ่ึง 

 ( )cK s  
S

=  
2

2

0

0

A Z L Z B

F I

C I

   



 
 
 
  

 (2.85) 

โดยที่ 
 F

 = 
2

TB X  (2.86) 
 L

 = 
2

TY C  (2.87) 

 Z
 =  

1
2I Y X




   (2.88) 

 A
 = 2

1 1 2 2

TA B B X B F Z L C 

       (2.89) 
 
และ ( )Q s  เป็นฟังก์ชันถ่ายโอนใดๆ ที่มีเสถียรภาพอย่างเหมาะสม (stable proper 

transfer function) ที่ท าให้ Q 

  โดยถ้า ( )Q s  = 0 จะได้ว่า 
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 ( )K s  = 

11
( )cK s  = 1( )Z L sI A F

      (2.90) 
อาจเรียกได้ว่าตัวควบคุมศูนย์กลาง (central controller) ซึ่งมีจ านวนตัวแปรสถานะ

เท่ากันกับระบบทั่วไป และสามารถแยกเป็นตัวประมาณสถานะ (state estimator) ดังสมการที่ 
(2.91) และตัวป้อนกลับสถานะ (state feedback) ดังสมการที่ (2.92) 

 x̂  = 2

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ( )TAx B B X x B u Z L C x y 

       (2.91) 

 u  = ˆF x  (2.92) 
 
2.11.10 การหาค่า   โดยวิธีวนซ้ า ( -iteration) 
          ถ้าจะคาดหวังให้ตัวควบคุมสามารถท างานได้ ณ ค่า 

min  ซึ่งอยู่ในค่าความ
เคลื่อนที่ก าหนดไว้นั้น จะต้องท าการหาค่า   ด้วยวิธีแบ่งสองช่วง (bisection method) จนกว่าจะ
ได้ค่าที่มีความแม่นย าที่เหมาะสม ซึ่งจะต้องท าการทดสอบในแต่ละค่าที่หาได้นั้นมีค่ามากกว่าหรือ
น้อยกว่า 

min  ที่ก าหนดไว้ข้างต้น และในทางปฏิบัติสามารถใช้ซอฟท์แวร์หรือชุดค าสั่งที่มีขายใน
ท้องตลาดได้ เช่น ชุดค าสั่งของโปรแกรม MATLAB เป็นต้น 
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บทที่ 3 
ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่บนตวัรถ 

 
ในบทนี้กล่าวถึงการหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุด

หมุนเคลื่อนที่บนตัวรถที่เป็นแบบเชิงเส้น ซึ่งได้น าเสนอทั้งแบบฟังก์ชันถ่ายโอน และแบบสมการ 
สเตทสเปซ 

การออกแบบระบบควบคุมทางทฤษฎีส าหรับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุน
เคลื่อนที่บนตัวรถ ด้วยวิธีต่างๆ ได้แก่ ระบบควบคุมแบบพีไอดี  ระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ
โดยใช้วิธีก าลังสองเชิงเส้น  โดยการออกแบบระบบควบคุมดังกล่าวนี้อาศัยข้อก าหนดในการออกแบบ
ด้านล่างนี้ และผลตอบสนองของระบบเป็นผลลัพธ์ที่ได้จากโปรแกรม MATLAB 

 
3.1 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 

 
ภาพที่ 3.1 แผนภาพวัตถุอิสระของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ 

 
ก าหนดให้ 

มวลของตัวรถ ( M ) = 0.5 kg 
มวลของก้านเพนดูลัม ( m ) = 0.2 kg 
ความยาวของก้านเพนดูลัม (2 l ) = 0.6 m 
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของตัวรถ (b ) = 0.1 N/m.s 
โมเมนต์ของความเฉื่อยของก้านเพนดูลัม ( I ) = 0.006 kg.m4 

F 
M 

x 

 

I, m 

F 
M 

x 

 

Pcg 

f V 

H 

H V l 

l 

mg 
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จากภาพที่ 3.1 เมื่อพิจารณาที่ต าแหน่งของจุดศูนย์กลางมวลของก้านเพนดูลัม ( cgP ) ได้
ว่า 
 cgx  = sin θx l   
 cgx  = θcosθx l   
 cgx  = 2θ sin θcosθx l l   (3.1) 

และ 
 cgy  = cosθl   
 cgy  = θsinθl   
 cgy  = 2θ cosθ θsinθl l  (3.2) 

จากนั้นพิจารณาผลรวมของแรงที่กระท าต่อตัวรถตามแนวแกนนอนโดยให้การเคลื่อนที่
ไปทางขวามีค่าเป็นบวก 
 F  = Ma  
 Mx  = F f H   
 Mx bx H   = F  (3.3) 
เมื่อพิจารณาผลรวมของแรงที่กระท าต่อก้านเพนดูลัมตามแนวแกนนอนได้ดังนี้ 
 F  = ma  
 cgmx  = H  
 2θ sinθ θcosθmx ml ml   = H  (3.4) 
และส าหรับผลรวมของแรงตามแนวแกนตั้งได้ว่า 
 F  = ma  
 cgmy  = V mg  
 2θ cosθ θsin θml ml mg   = V  (3.5) 
ต่อมาพิจารณาผลรวมของโมเมนต์ที่ต าแหน่งของศูนย์กลางมวลของก้านเพนดูลัมโดยให้ทิศของการ
หมุนตามเข็มนาฬิกามีค่าเป็นบวก 
 M  = θI  
 θI  = sin θ cosθVl Hl   (3.6) 

จากนั้นน าสมการที่ (3.4), (3.5) มาแทนลงในสมการที่ (3.6) และน าสมการที่ (3.4) 
แทนลงในสมการที่ (3.3) จะได้สมการการเคลื่อนที่ของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ 2 
สมการดังนี้ 
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 2( )θ cosθ sin θI ml mlx mgl    = 0  (3.7) 
   2θcosθ θ sinθM m x bx ml ml     = F  (3.8) 

 
3.2 การประมาณค่าเชิงเส้นของระบบสมการที่ไม่เชิงเส้น 

 
สมการการเคลื่อนที่ของชุดทดลองที่ได้กล่าวข้างต้นนั้นยังคงเป็นระบบสมการที่ไม่เชิง

เส้น ดังนั้นจะต้องท าการแปลงระบบสมการให้เป็นเชิงเส้น โดยสมมติว่า ณ ต าแหน่งของก้านเพนดูลัม
อยู่ในแนวตั้งตรง (θ π ) มีการเคลื่อนที่เชิงมุมน้อยมาก ดังนั้นถ้าก าหนดให้   แทนการกระจัด
เชิงมุมของก้านเพนดูลัมจากต าแหน่งตั้งตรง (    θ π   ) การประมาณค่าเชิงเส้นของชุดทดลอง
ลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ได้ดังนี้ ซึ่งสมการที่ใช้ในการประมาณค่าเชิงเส้นคือ 

 y  = ( ) ( )
x x

df
f x x x

dx 

   (3.9) 

และจากสมการที่ 3.9 แทนค่า πx   ได้ว่า 
 cos(θ)  = cos(π) (θ π)( sin(π))      1  
 sin(θ)  = sin(π) (θ π)cos(π)       
 2θ  = 2    0  

ดังนั้นสมการการเคลื่อนที่ของชุดทดลองที่เป็นระบบสมการเชิงเส้นสามารถเขียนได้ดังนี้ 
 2( )I ml mgl mlx     = 0  (3.10) 
  M m x bx ml    = F  (3.11) 

 
3.3 ฟังก์ชันถ่ายโอน 

 
จากสมการที่ (3.10) และ (3.11) เป็นสมการการเคลื่อนที่ของชุดทดลองที่เป็นระบบเชิง

เส้น ให้ท าการแปลงลาปาซสมการดังกล่าว โดยที่สมมติให้สภาวะเริ่มต้นมีค่าเท่ากับศูนย์ 
 2 2 2( )I ml s mgl mlXs     = 0  (3.12) 
 2 2( )M m Xs bXs ml s     = ( )F s  (3.13) 
และจากสมการที่ (3.13) ได้ว่า 

   = 
2

1 ( )M m b
F X X

mls ml mls

 
   (3.14) 

แทนค่าสมการที่ (3.14) ลงในสมการที่ (3.12) 
จาก 2mlXs  = 2 2( )I ml s mgl     
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 0  = 2 2

2

1 ( )
( )

M m b
I ml s mgl F X X

mls ml mls

  
       

 
 

 0  = 
2 2 2 2( )( ) ( ) ( )I ml M m s I ml b I ml s

X F X
ml ml ml

   
   

   
2

( )
g bg

M m gX F X
s s

     

 
2

2

( )I ml g
F F

ml s


  = 

2 2 2( )( ) ( )
( )

I ml M m s b I ml s
X X M m gX

ml ml

  
    

   2bg
X mls X

s
   

2

2

( )I ml g
F

ml s

 
 

 
 = 

2 2 2
2( )( ) ( )

( )
I ml M m s b I ml s bg

M m g mls X
ml ml s

   
     

 
 

  = 
2 2

2( )( ) ( )
( )

I ml M m b I ml s bg
ml s M m g X

ml ml s

     
      

   
 

  = 
2 2 2 3 2 2( )( ) ( ) ( )I ml M m m l s b I ml s M m gmls bmgl

X
mls

           
 
  

 

  = 
2 2 2 3 2 2( )( ) ( ) ( )I ml M m m l s b I ml s M m gmls bmgl

X
mls

           
 
  

 

 

   
X

F
  = 

2 2

2 2 2 4 2 3 2

( )

( )( ) ( ) ( )

I ml s mgl

I ml M m m l s b I ml s M m gmls bmgls

 

         

(3.15) 

 
และจากสมการที่ (3.12) ได้ว่า 

จาก X  = 
2

2

( )I ml g

ml s


   (3.16) 

แทนค่าสมการที่ (3.16) ลงในสมการที่ (3.13) ดังนี้ 

 
2 2 2

2( )( ) ( )
( )

I ml M m s b I ml s bg
M m g mls

ml ml s

  
       = F  

 
2 2

2( )( ) ( )
( )

I ml M m b I ml s bg
ml s M m g

ml ml s

     
       

   
 = F  

 
2 2 2 3 2 2( )( ) ( ) ( )I ml M m m l s b I ml s M m gmls bgml

mls

           
 

  

 = F  
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F


  = 

2 2 2 3 2 2( )( ) ( ) ( )

mls

I ml M m m l s b I ml s M m gmls bgml         

 (3.17) 

 
ดังนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่สามารถแสดงได้

ดังนี้ 

 ( )pendG s  = ( )

( )

s

F s

  = 
2

3 2( ) ( )

ml
s

q

b I ml M m mgl bmgl
s s s

q q q

 
  

 (3.18) 

 ( )cartG s  = ( )

( )

X s

F s
 = 

2
2

2
4 3 2

( )

( ) ( )

I ml gml
s

q q

b I ml M m mgl bmgl
s s s s

q q q




 
  

 (3.19) 

โดยที่ 2 2 2( )( )q I ml M m m l     
พิจารณาที่ฟังก์ชันถ่ายโอนของก้านเพนดูลัม เมื่อแทนค่าตัวแปรต่างๆลงในสมการที่ 

(3.18) และ (3.19) ได้ดังนี้ 

 ( )pendG s  = 
3 2

4.545

0.1818 31.18 4.455

s

s s s  
 (3.20) 

 ( )cartG s  = 
2

4 3 2

1.818 44.5455

0.1818 31.18 4.455

s

s s s s



  
 (3.21) 

 
3.4 แบบจ าลองรูปแบบสเตทสเปซ 

 
จากสมการที่ (3.10) และ (3.11) สามารถเปลี่ยนให้อยู่ในระบบสมการอนุพันธ์อันดับที่

หนึ่งได้ โดยก าหนดให้ 
1x x , 

2x x , 
3 θx  และ 4 θx   ซึ่งสามารถเขียนระบบสมการใหม่ได้

ดังนี้ 
 1x  = 2x  

 2x  = 
2 2 2 2

2 3

( ) ( )I ml b gm l I ml
x x u

q q q

  
   

 3x  = 4x  

 4x  = 
2 3

( )bml M m gml ml
x x u

q q q

 
   

จากระบบสมการอนุพันธ์ข้างต้นสามารถน ามาเขียนให้อยู่ในรูปแบบของ State-Space 
ได้ดังนี้ 
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1

2

3

4

x

x

x

x

 
 
 
 
 
  

 = 

2 2 2 2
1

2

3

4

0 1 0 0 0

( ) ( )
0 0

0 0 0 1 0

( )
0 0

xI ml b gm l I ml

xq q q
u

x

xbml M m gml ml

q q q

   
   

      
 

    
    

    
       

  
   

 (3.22) 

และ 

 y  =  

1

2

3

4

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

x

x
u

x

x

 
 

    
    

    
  

 (3.23) 

โดยที่ 2 2 2( )( )q I ml M m m l     
 
และเม่ือแทนค่าตัวแปรต่างๆของชุดทดลองลงในระบบสมการข้างต้นได้ดังนี้ 

 

1

2

3

4

x

x

x

x

 
 
 
 
 
  

 = 

1

2

3

4

0 1 0 0 0

0 0.1818 2.673 0 1.818

0 0 0 1 0

0 0.4545 31.18 0 4.545

x

x
u

x

x

    
    

         
     
         

 (3.24) 

และ 

 y  =  

1

2

3

4

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

x

x
u

x

x

 
 

    
    

    
  

 (3.25) 

 
จากที่กล่าวมาในหัวข้อที่ 3.3 และ 3.4 ได้แสดงการหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของ

ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ ซึ่งน าเสนอเป็นฟังก์ชันถ่ายโอนซึ่งได้แสดงในสมการที่ 
(3.20) - (3.21) และรูปของสมการสเตทสเปซที่ได้แสดงในสมการที่ (3.24) - (3.25)  

โดยที่ค่ารากของสมการระบบชุดทดลองคือ 5.5651, 0, -5.5651, -0.1428 พบว่ามีค่า
รากของสมการมีเครื่องหมายบวกอยู่หนึ่งค่า เป็นผลท าให้ระบบของชุดทดลองจะไม่มีเสถียร-ภาพ ณ 
ต าแหน่งของก้านเพนดูลัมตั้งตรง ดังนั้นจ าเป็นต้องเพ่ิมระบบควบคุมให้กับชุดทดลองเพ่ือสร้าง
เสถียรภาพ ณ ต าแหน่งดังกล่าว 

ส าหรับวิธีการควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถจะต้องถูก
ออกแบบเพื่อสร้างเสถียรภาพให้แก่ระบบชุดทดลองคือ ก้านเพนดูลัมยังสามารถอยู่ในต าแหน่งตั้งตรง
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ได้ เมื่อตัวรถมีการเคลื่อนที่จากต าแหน่งที่ 1 ไปยังต าแหน่งที่ 2 โดยที่ผลตอบสนองของระบบจะต้อง
เป็นไปตามข้อก าหนดการออกแบบระบบควบคุมซึ่งได้กล่าวไว้ในข้างต้น 

 
3.5 การออกแบบระบบควบคุมแบบพีไอดี 

 
3.5.1 การควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัม 
         จากภาพที่ 3.2ก ระบบควบคุมต าแหน่งของก้านเพนดูลัมนี้ถูกออกแบบเพ่ือ

รักษาต าแหน่งของก้านเพนดูลัมให้อยู่ในต าแหน่งตั้งตรงเสมอ แม้ว่าจะมีสัญญาณรบกวนภายนอกมา
กระท าต่อระบบ ดังนั้นระบบควบคุมนี้เป็นปัญหาแบบคงค่า (regulator) และสามารถก าจัดสัญญาณ
รบกวนภายนอกได้ด้วย (external disturbance rejection) 

เพราะฉะนั้นจากที่กล่าวมาข้างต้น ก าหนดให้ set-point ของระบบมีค่าเป็นศูนย์        
( 0pendr  ) และแรงที่กระท ากับตัวรถเป็นสัญญาณรบกวนของระบบซึ่งพิจารณาเป็นฟังก์ชันแบบ
กระตุ้น (Impulse function) ดังนั้นท าการจัดเรียงบล็อกไดอะแกรมของระบบควบคุมต าแหน่งก้าน
เพนดูลัมใหม่เพ่ือให้ง่ายต่อการพิจารณา แสดงในภาพที่ 3.2ข และฟังก์ชันถ่ายโอนใหม่ส าหรับระบบ
ควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมแบบป้อนกลับได้แสดงในสมการที่ 3.26 

 
F

  = 
1

pend

pend pend

G

G C
 (3.26) 

 
ต่อมาเมื่อน าระบบของก้านเพนดูลัมมาวาดลงในแผนภาพทางเดินของราก (Root 

locus) ได้แสดงในภาพที่ 3.3 จะเห็นว่ามีเส้นทางเดินของรากอยู่ 3 เส้น แต่มีอยู่หนึ่งเส้นที่อยู่ทางด้าน
ขวาของระนาบเอส (s-plane) จากต าแหน่งจุดโพลที่ s = 5.5651 ไปยังจุดซีโรที่จุดก าเนิด (s=0) มี
ผลท าให้ระบบนั้นไม่มีเสถียรภาพในทุกๆค่าเกน 

ดังนั้นในการก าจัดเส้นทางเดินของรากดังกล่าวนั้น โดยการเพ่ิมโพลที่จุดก าเนิด (s = 0) 
เพ่ือยกเลิกซีโรที่จุดก าเนิด แล้วท าการวาดแผนภาพทางเดินของรากใหม่ ซึ่งแสดงในภาพที่ 3.4 พบว่า
เส้นทางเดินของรากลดลงเหลือ 2 เส้น แต่ทิศทางของทั้งสองเส้นนั้นวิ่งไปทางด้านขวาของระนาบเอ
สอยู่ ซึ่งมีผลท าให้ระบบยังไม่มีเสถียรภาพ ดังนั้นต้องท าการปรับให้ทิศทางของเส้นรากทั้งสองกลับมา
ยังทางด้านซ้ายของระนาบเอส โดยการเพ่ิมซีโรบนแกนจริง 2 จุด ได้แก่ s = -2, -3 ( 1z = -2, 2z = -3) 
หลังจากที่เพ่ิมซีโรแล้วมีผลท าให้เส้นทางเดินกลับเข้ามาด้านซ้ายของระนาบเอส แสดงอยู่ในภาพที่ 
3.5  
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(ก) 

 
(ข) 

ภาพที่ 3.2 บล็อกไดอะแกรมของระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมแบบป้อนกลับ 
 (ก) แบบทั่วไป  (ข) แบบจัดเรียงใหม่ 

 

 
 

ภาพที่ 3.3 เส้นทางเดินของรากของระบบก้านเพนดูลัม 
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ภาพที่ 3.4 เส้นทางเดินของรากของระบบก้านเพนดูลัมหลังจากเพ่ิมโพลที่จุดก าเนิด 
 

 
 

ภาพที่ 3.5 เส้นทางเดินของรากของระบบก้านเพนดูลัมหลังจาก 
เพ่ิมโพลที่จุดก าเนิดและเพ่ิมซีโร 
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ต่อไปท าการหาค่าเกนที่ท าให้ระบบมีเสถียรภาพโดยใช้ค าสั่ง rlocfind() ของ MATLAB 
ซึ่งในที่นี้ต าแหน่งที่เลือกได้แสดงเป็นสัญลักษณ์กากบาทในภาพที่ 3.5 และค่าเกนที่ได้เท่ากับ 20 ( K

=20) เพราะฉะนั้นระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมคือ 

 ( )pendC s  = 1 2( )( )s z s z
K

s

   

  = ( 2)( 3)
20

s s

s

    

  = 
220 100 120s s

s

   (3.27) 

เมื่อพิจารณาจากสมการที่ 3.27 เป็นสมการฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบควบคุมแบบพีไอ
ดี โดยที่ pK  = 100, iK  = 120 และ dK  = 20 

ดังนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบควบคุมพีไอดีส าหรับควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมแบบ
ป้อนกลับคือ 

จากสมการที่ 3.26 
F

  = 
1

pend

pend pend

G

G C
  

 
F

  = 3 2

2

3 2

4.545

0.1818 31.18 4.455

4.545 20 100 120
1

0.1818 31.18 4.455

s

s s s

s s s

s s s s

  

   
   

    

 

        
F


  = 

2

4 3 2

4.545

91.096 423.4254 541.0227

s

s s s s  
 (3.28) 

 

หรือ  
F

  = 
2

2

4.545

( 86.26)( 4.836 6.272)

s

s s s s  
 

 
และผลตอบสนองของระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมแบบพีไอดีได้แสดงในภาพที่  

3.6 ซึ่งแสดงให้เห็นว่า settling time ของระบบมีค่าประมาณ 3 วินาทีและเพนดูลัมแกว่งตัวมากสุด 
+0.0441 เรเดียน ซึ่งเป็นไปตามข้อก าหนดที่ได้กล่าวไว้ข้างต้น 

 
3.5.2 การควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 
       จากหัวข้อที่ 3.5.1 ได้แสดงเห็นว่าระบบควบคุมดังกล่าวสามารถควบคุมต าแหน่ง

ก้านเพนดูลัมได้ในต าแหน่งตั้งตรง แต่ยังไม่สามารถควบคุมต าแหน่งของตัวรถได้ และจากภาพที่ 3.7 
พบว่าตัวรถจะเคลื่อนที่ไปทางขวาแล้วหยุดนิ่ง ในการควบคุมต าแหน่งของตัวรถใช้วิธีการออกแบบใน
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ลักษณะปรับค่าตามจุดอ้างอิง (reference tracking) เพราะต้องการที่จะควบคุมตัวรถไปยังต าแหน่ง
ที่ต้องการ และในที่นี้จะท าการเปรียบเทียบระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถได้แก่ 

(1) ระบบควบคุมแบบพีไอดี-พีไอดี (PID-PID controller) 
(2) ระบบควบคุมแบบพีด-ีพีไอดี (PD-PID controller) 

 
ภาพที่ 3.6 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมแบบพีไอดี 

 

  
ภาพที่ 3.7 ผลตอบสนองของตัวรถสืบเนื่องจากระบบควบคุม 

ต าแหน่งก้านเพนดูลัมแบบพีไอดี 
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บล็อกไดอะแกรมทั่วไปของระบบควบคุมตัวรถแสดงในภาพที่ 3.8ก และได้ท าการ
จัดเรียงรูปใหม่ให้ง่ายต่อการพิจารณาแสดงในภาพที่ 3.8ข  โดยที่ฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบควบคุม
แบบป้อนกลับของระบบตัวรถคือ 

 X

r
 = *

1 *

cart

cart

G C

G C
 (3.29) 

โดยที่ *G  = 
1

cart

pend pend

G

G C
 

  = 

2

4 3 2

2

3 2

1.818 44.5455

0.1818 31.18 4.455

4.545 20 100 120
1

0.1818 31.18 4.455

s

s s s s

s s s

s s s s



  

   
   

    

 

 

     *G  = 
2

4 3 2

1.818 44.5455

91.09 423.4 541

s

s s s s



  
 (3.30) 

 

หรือ  *G  = 
2

1.818( 4.95)( 4.95)

( 86.26)( 4.836 6.272)

s s

s s s s

 

  
 

 
และจากฟังก์ชันถ่ายโอน  พบว่ารากของสมการหรือโพลของระบบมี 4 ค่าได้แก่ 0, 

86.255 และ 2.41780.653i ซึ่งอยู่ด้านซ้ายของระนาบเอส  ท าให้สมมติได้ว่าระบบนั้นมี
เสถียรภาพ ณ ต าแหน่งของก้านเพนดูลัมตั้งตรง ดังนั้นท าการหาผลตอบสนองของระบบแบบ
ป้อนกลับ พบว่าผลตอบสนองมีค่าลู่เข้าจุดอ้างอิงทางด้านลบแสดงว่าค่าเกนของระบบควบคุมจะต้อง
เป็นค่าลบ (controller gain = -1) เพ่ือท าให้ผลตอบสนองมีค่าลู่เข้าจุดอ้างอิงที่เป็นค่าบวก 

จากนั้นท าการหาค่าพารามิเตอร์ของระบบควบคุมแบบพีไอดีด้วยวิธีของโคเฮน-คูนซึ่ง
แสดงในตารางที่ 2.4 โดยท าการหาค่าตัวแปร K , T  และ L  จากผลตอบสนองของฟังก์ชันถ่ายโอน 

*( )G s  ซึ่งได้แสดงในภาพที่ 3.9 
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(ก) 

 
(ข) 
 

ภาพที่ 3.8 บล็อกไดอะแกรมของระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถแบบป้อนกลับ 
 (ก) แบบทั่วไป  (ข) แบบจัดเรียงใหม่ 

 

Gpend(s) Cpend(s) 
rpend = 0  

+ 
  

 

u + 
 

+ 
 

Controller Plant 

Gcart(s) 
X 

Ccart(s) 
rcart(s)  

+ 
 

 
 

 

Gpend(s) Cpend(s) 

+ 
  

 

u 
Gcart(s) 

X 
Ccart(s) 

rcart(s)  
+ 
  

 

C
cart

(s) G* (s) X 
+ 
  

 

rcart(s)  u 



51 
 

 
ภาพที่ 3.9 ผลตอบสนองของฟังก์ชันถ่ายโอน *( )G s  

 
จาก a  = /KL T  = (1 1) /13  
    a  = 0.0769  
และจาก   = / ( )L L T  = 1/ (1 13)  
      = 0.0714  

 
(1) ระบบควบคุมแบบพีไอดี-พีไอดี 

       ค่าพารามิเตอร์ของระบบควบคุมแบบพีไอดี-พีไอดีได้แก่ 

จาก pK  = 1.35 0.18
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 
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  = 17.8  

จาก iT  = 2.5 2

1 0.39
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






 = 2.5 2(0.0714)

(1)
1 (0.39)(0.0714)




 

  = 2.42  
    iK  = 17.8 / 2.42  = 7.3554  

จาก dT  = 0.37 0.37

1 0.81
L








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(1)
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
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  = 0.36  
    dK  = 17.8 2.42  = 6.4   

 
และจากที่กล่าวไว้ข้างต้นแล้ว ดังนั้นค่าพารามิเตอร์ของระบบควบคุมได้แก่ pK  = 

17.8, iK  = 7.3554 และ dK  = 6.4 เพราะฉะนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบควบคุมคือ 

 ( )cartC s  = 
2( )d p iK s K s K

s

 
 

  = 
2( 6.4 17.8 7.3554)s s

s

    (3.31) 

เพราะฉะนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบควบคุมพีไอดี-พีไอดีส าหรับควบคุมต าแหน่งก้าน
เพนดูลัมและตัวรถแบบป้อนกลับคือ 

จากสมการที่ (3.29)  X

r
 = *

1 *

cart

cart

G C

G C
 

 

  = 

2 2

4 3 2

2 2

4 3 2

1.818 44.5455 ( 6.4 17.8 7.3554)

91.09 423.4 541

1.818 44.5455 ( 6.4 17.8 7.3554)
1

91.09 423.4 541

s s s

s s s s s

s s s

s s s s s

     
  

    

     
   

    

 

 

    
X

r
  = 

4 3 2

5 4 3 2

11 64 32 36 271 7 792 9 327 6

79.45 391 812.7 792.9 327.6

. s . s . s . s .

s s s s s

    

    
 (3.32) 

 

พบว่าค่ารากสมการของระบบมีทั้งหมด 5 ค่าได้แก่ 74.3401, 1.6110.8933i 

และ 0.94620.6352i โดยที่ผลตอบสนองของระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถแบบ
พีไอดี-พีไอดีได้แสดงในภาพที่ 3.10  
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ภาพที่ 3.10 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 

แบบพีไอดี-พีไอดี 
 

(2) ระบบควบคุมแบบพีดี-พีไอดี 
          ค่าพารามิเตอร์ของระบบควบคุมแบบพีดี-พีไอดีได้แก่ 

จาก pK  = 1.24 0.13
1

1a





 
 

 
 = 1.24 (0.13)(0.0714)

1
(0.0769) 1 0.0714

 
 

 
 

    = 16.286  

จาก dT  = 0.27 0.36

1 0.87
L








 = 0.27 (0.36)(0.0714)

(1)
1 (0.87)(0.0714)




 

    = 0.26  
    dK  = 16.286 0.26  = 2.2421  

 
และจากที่กล่าวไว้ข้างต้นแล้ว ดังนั้นค่าพารามิเตอร์ของระบบควบคุมได้แก่ pK  = 

16.286, และ dK  = 2.2421 เพราะฉะนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบควบคุมคือ 
 ( )cartC s  = d pK s K  
  = 2.2421 16.286s   (3.33) 
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เพราะฉะนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบควบคุมพีดี-พีไอดีส าหรับควบคุมต าแหน่งก้าน
เพนดูลัมและตัวรถแบบป้อนกลับคือ 

จากสมการที่ (3.29)  X

r
 = *

1 *

cart

cart

G C

G C
 

 

  = 
 

 

2

4 3 2

2

4 3 2

1.818 44.5455
2.2421 16.286

91.09 423.4 541

1.818 44.5455
1 2.2421 16.286

91.09 423.4 541

s
s

s s s s

s
s

s s s s

 
  

   

 
   

   

 

 

    
X

r
  = 

3 2

4 3 2

4.077 29.61 99.88 725.5

87.01 393.8 640.9 725.5

s s s

s s s s

   

   
 (3.34) 

 

พบว่าค่ารากสมการของระบบมีทั้งหมด 4 ค่าได้แก่ 82.3247, 3.1379 และ 

0.77591.4854i โดยที่ผลตอบสนองของระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถแบบพีดี-
พีไอดีได้แสดงในภาพที่ 3.11  

 
ภาพที่ 3.11 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 

แบบพีดี-พีไอดี 
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3.6 การออกแบบระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้น 
 
พิจารณาจากสมการการเคลื่อนที่ของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัว

รถโดยน าเสนอในรูปแบบจ าลองสเตทสเปซที่เป็นเชิงเส้น ซึ่งได้แสดงในสมการที่ (3.24) และ (3.25) 
ดังนี้ 

 

1

2

3

4

x

x

x

x

 
 
 
 
 
  

 = 

1

2

3

4

0 1 0 0 0

0 0.1818 2.673 0 1.818

0 0 0 1 0

0 0.4545 31.18 0 4.545

x

x
u

x

x

    
    

         
     
         

  

และ 

 y  =  

1

2

3

4

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

x

x
u

x

x

 
 

    
    

    
  

 

โดยที่ 1x x , 2x x , 3 θx  และ 4 θx  พบว่าจ านวนตัวแปรสเตทเท่ากับ 4 ( n  
= 4) 

สมมติให้ชุดทดลองนี้สามารถตรวจวัดค่าตัวแปรสเตทได้ทุกตัว ดังนั้นระบบควบคุม
พ้ืนฐานนี้อาจเรียกว่า ระบบควบคุมแบบป้อนกลับทุกค่า (Full-State feedback control) และจาก
ภาพที่ 3.12 แสดงให้เห็นว่า K  เป็นเมตริกซ์ค่าเกนของระบบควบคุมส าหรับตัวแปรสเตททุกตัว 

 

 
ภาพที่ 3.12 บล็อกไดอะแกรมทั่วไปของระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับทุกค่า 

 
ก่อนที่จะค านวณหาเมตริกซ์ค่าเกน K  จะต้องท าการตรวจสอบว่าระบบชุดทดลองนี้มี

ความสามารถควบคุมได้หรือสภาพควบคุมได้ (controllability) ดังนี้ 
 

C  B 

A 

K 

+ 
 
+ 
 

+ 
  

 
 

r y x u 
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จาก M  = 2 3  B AB A B A B  

 

  = 

0 0 1 0 0 0

1.818 0 0.1818 2.673 0 1.818
   

0 0 0 0 1 0

4.545 0 0.4545 31.18 0 4.545

     
     

        
     
          

 

   

2 3
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0.1818 2.673 0 1.818 0 0.1818 2.673 0 1.818

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0.4545 31.18 0 4.545 0 0.4545 31.18 0 4.545

       
       

                               

 

     M  = 

0 1.818 0.331 12.209

1.818 0.331 12.209 4.429

0 4.545 0.826 141.89

4.545 0.826 141.89 31.32

 
 

 
 
 
 

  

 (3.35) 

 
ในการหาค่าเมตริกซ์ M  (Controllability matrix) สามารถใช้ฟังก์ชัน ctrb() ใน

โปรแกรม MATLAB หาค าตอบได้เช่นกัน และจากเมตริกซ์ M  พบว่า 
 ( )rank M  = n   = 4 (3.36) 
เพราะฉะนั้น ( )rank M  มีค่าเท่ากับจ านวนตัวแปรสเตท ( n ) นั่นหมายความว่าระบบของชุดทดลอง
ลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถมีสภาพควบคุมได้ 

 
3.6.1 การหาค่าเกนของระบบควบคุม 
       ในการหาค่าเกน K  ด้วยวิธีก าลังสองเชิงเส้น (LQR) ระบบต้องมีสภาพควบคุมได้ 

ซึ่งได้พิสูจน์แล้วในสมการที่ (3.36) ดังนั้นจากค่าน้อยที่สุดของพลังงานที่จ่ายออกไปหรือจากสมการที่ 
(2.42) คือ 

 J  = T T

0

( )dt



 x Qx u Ru   

โดยที่ Q  เป็น เมตริกซ์ตัวประกอบถ่วงส าหรับตัวแปรสเตท 
 R  เป็น เมตริกซ์ตัวประกอบถ่วงส าหรับสัญญาณควบคุม 

และค่าเกน K  สามารถหาจากสมการที่ (2.48) 
 K  = 1 T

R B P  
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โดยที่ P  หาได้จาก Algebraic Riccati Equation (ARE) คือ 
 T 1 T  A P PA PBR B P Q  = 0  
จากนั้นท าการหาค่าเกน K  โดยก าหนดค่าเริ่มต้นของ Q  และ R  ดังนี้ 

 Q  = T
C C 

  = 

1 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0

 
 

  
    

 
 

 = 

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 (3.37) 

 R  = 1 
หรืออาจใช้ฟังก์ชัน lqr() ในโปรแกรม MATLAB ซึ่งมีพารามิเตอร์ส าคัญคือ Q  และ R  เพราะฉะนั้น
ค่าเกน K  ที่ค านวณได้แก่ 

 K  = [ 1   1.6567   18.6854   3.4594 ] (3.38) 
และผลตอบสนองของระบบสืบเนื่องจากค่าเกนข้างต้นได้แสดงตามภาพที่ 3.13 พบว่า

ผลตอบสนองของทั้งตัวรถและก้านเพนดูลัมไม่เป็นไปตามข้อก าหนดจึงต้องท าการปรับเปลี่ยนค่าของ 
Q  และ R  เพ่ือให้ได้ผลตอบสนองที่ต้องการ 

 
ภาพที่ 3.13 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 

เมื่อค่าเกนคือ [1 1.6567 18.6854 3.4594] 
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จากนั้นท าการปรับค่า Q  ดังนี้ 

 Q  = 

50 0 0 0

0 25 0 0

0 0 500 0

0 0 0 1000

 
 
 
 
 
 

 (3.39) 

โดยที่ R  = 1 เพราะฉะนั้นค่าเกน K  ที่ค านวณได้แก่ 

 K  = [ 22.3607    40.5543   310.6996   117.0419 ] (3.40) 
และผลตอบสนองของระบบสืบเนื่องจากค่าเกนข้างต้นได้แสดงตามภาพที่ 3.14 พบว่า

ผลตอบสนองของก้านเพนดูลัมเป็นไปตามข้อก าหนด แต่ผลตอบสนองของตัวรถนั้นมีค่าต่างๆ เป็นไป
ตามข้อก าหนดเหลือแต่ค่าอ้างอิงที่ไม่เป็นไปตามข้อก าหนด หรือเกิด steady-state error ขึ้น ดังนั้น
จ าเป็นต้องก าจัดค่าความผิดพลาดดังกล่าว โดยการเพ่ิมเกนขยายป้อนก้าวหน้า (Feed-forward 
gain) หรือใช้ตัวกระท าแบบอินทิกรัล (Integral action) เพ่ือช่วยในการแก้ปัญหาดังกล่าว 

 

 
ภาพที่ 3.14 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 

เมื่อค่าเกนคือ [22.3607 40.5543 310.6996 117.0419] 
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(1) การหาค่าเกนขยายป้อนก้าวหน้า 
 

 
ภาพที่ 3.15 บล็อกไดอะแกรมทั่วไปของระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับทุกค่า 

และเกนขยายป้อนก้าวหน้า 
 
จากผลตอบสนองของระบบซึ่งแสดงในภาพที่ 3.14 พบว่ามี steady-state error 

เกิดขึ้น และในการเพ่ิมค่าเกนขยายป้อนก้าวหน้าสามารถหาค่า 
xN  และ 

uN  จากสมการที่ (2.33) 
ดังนี้ 

 x

uN

 
 
 

N
 = 

1
0

0 1
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   
   
   

A B

C
 

 

  = 

1
0 1 0 0 0 0

0 0.1818 2.673 0 1.818 0

0 0 0 1 0 0

0 0.4545 31.18 0 4.545 0

1 0 0 0 0 1



   
   


   
   
   

   
   
   

 

 

     
x

uN

 
  

 

N
 = 

1

0

0

0

0

 
 
 
 
 
 
 
 

 (3.41) 

 

หรือ T

xN  = [1  0  0  0], 
uN  = 0 โดยที่ค่าเกน K  = [22.3607  40.5543  

310.6996  117.0419] ดังนั้นหาค่า N  จากสมการที่ (2.36) 
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r y x u 
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 N  = 
x uNN K   

 

  =  

1

0
22.3607 40.5543 310.6996 117.0419

0

0

 
 
   
 
 
 

 

 

     N  = 22.3607 (3.42) 
 
ดังนั้นผลตอบสนองของระบบเมื่อเพ่ิมเกนขยายป้อนก้าวหน้าแสดงในภาพที่ 3.16 

พบว่า steady-state error มีค่าเป็นศูนย์ และผลตอบสนองที่เกิดขึ้นเป็นไปตามข้อก าหนดในการ
ออกแบบที่ได้กล่าวไว้ข้างต้น 

 
ภาพที่ 3.16 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 

แบบก าลังสองเชิงเส้น 
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(2) การหาค่าเกนตัวกระท าแบบอินทิกรัล 
 

 
ภาพที่ 3.17 บล็อกไดอะแกรมทั่วไปของระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับทุกค่า 

และตัวกระท าแบบอินทิกรัล 
 
จากภาพที่ 3.17 ค่าเกน K  และ 

Ik  สามารถหาได้จากสมการที่ (2.48) คือ 
 e  = ˆ ˆ

euAe B   
โดยที่ 

 Â  = 
0

 
 
 

A 0

C
, B̂  = 

0

 
 
 

B
 

 
จากที่กล่าวไว้ข้างต้นและพิจารณาจากภาพที่ 3.17 ระบบควบคุมในลักษณะปรับค่าตาม

จุดอ้างอิงนี้จะใช้ต าแหน่งของตัวรถ ( 1x ) ในการพิจารณาเพียงอย่างเดียว ดังนั้นเมตริกซ์เอาท์พุท
สามารถเขียนได้ใหม่ว่า 
 y  = Cx  

  = 

1

2

3

4

[1 0 0 0]

x

x

x

x

 
 
 
 
 
  

 (3.43)  

โดยที่ C  = [1 0 0 0]  (3.44) 
 

ดังนั้นเมื่อแทนค่าต่างๆ ลงในสมการดังกล่าวได้ว่า 

C  B 

A 

K 

+ 
 
+ 
 

+ 
  

 
 

r y x u 
kI  

 
 

+ 
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 Â  = 

0 1 0 0 0

0 0.1818 2.673 0 0

0 0 0 1 0

0 0.4545 31.18 0 0

1 0 0 0 0

 
 


 
 
 

 
 
 

, B̂  = 

0

1.818

0

4.545

0

 
 
 
 
 
 
 
 

 

หรือเขียนให้อยู่ในสมการสเตทสเปซดังสมการที่ (2.48) ได้ดังนี้ 
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x

x

x

x


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 
 
 
 
 
 

 = 

1

2

3

4

0 1 0 0 0 0

0 0.1818 2.673 0 0 1.818

0 0 0 1 0 0

0 0.4545 31.18 0 0 4.545

1 0 0 0 0 0

x

x

x u

x



     
     


     
     
     

     
     
     

 (3.45)  

 
จากนั้นก าหนดค่า Q  และ R  เริ่มต้นดังนี้ 

 Q  = 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

 (3.46) 

 
และ R  = 1 (3.47) 

จากนั้นท าการหาค่าเกน K  และ 
Ik  จากสมการที่ (2.48) หรือ อาจใช้ฟังก์ชัน lqi() 

จากโปรแกรม MATLAB ดังนั้นผลลัพธ์ค่าเกนที่ได้คือ [7.5124  7.4421  38.9323  8.1723  
3.1623] และจากสมการที่ (2.49) พบว่า 
 K̂  =  IkK  
โดยที่ 

 K  = [7.5124  7.4421  38.9323  8.1723] 

 
Ik  = 3.1623 
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ภาพที่ 3.18 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 

เมื่อค่าเกนคือ [7.5124  7.4421  38.9323  8.1723] 

และ 
Ik  = 3.1623 

 
จากนั้นท าการปรับค่า Q  ดังนี้ 

 Q  = 

100 0 0 0 0

0 40 0 0 0

0 0 10 0 0

0 0 0 300 0

0 0 0 0 180

 
 
 
 
 
 
  

 (3.48) 

 

โดยที่ R  = 0.1 เพราะฉะนั้นค่าเกน K  ที่ค านวณได้แก่ [84.0029  71.4763  
323.6534  85.0450  42.4264] โดยที่ 

 K  = [84.0029  71.4763  323.6534  85.0450] 

 
Ik  = 42.4264 
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ภาพที่ 3.19 ผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถ 

แบบก าลังสองเชิงเส้นและตัวกระท าอินทิกรัล 
 
ดังนั้นผลตอบสนองของระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมและตัวรถเมื่อเพ่ิมตัวกระท า

อินทิกรัลแสดงในภาพที่ 3.19 โดยผลตอบสนองที่ได้เป็นไปตามข้อก าหนดและยังสามารถก าจัด 
steady-state error เกิดข้ึนในระบบได้ 

จากระบบควบคุมต่างๆ ที่ได้น าเสนอมาในข้างต้นได้แก่ ระบบควบคุมพีไอดี -พีไอดี 
ระบบควบคุมพีดี-พีไอดี ระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับแบบก าลังเชิงเส้น และระบบควบคุมแบบ
สถานะป้อนกลับแบบก าลังสองเชิงเส้นและตัวกระท าอินทิกรัล เมื่อน าผลตอบสนองของระบบมา
เปรียบเทียบกันพบว่า ระบบควบคุมต่างๆ นั้นสามารถน ามาประยุกต์กับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ
จุดหมุนเคลื่อนที่ได้เป็นอย่างดี ซึ่งในแต่ละวิธีการอาจจะมีความยุ่งยากซับซ้อนแตกต่างกันออกไป โดย
ผลตอบสนองของต าแหน่งของตัวรถและต าแหน่งของก้านเพนดูลัมในระบบควบคุมต่างๆ แสดงใน
ภาพที่ 3.20 และภาพที่ 3.21 ตามล าดับ จากนั้นท าการเปรียบเทียบค่าผลตอบสนองของระบบได้
แสดงในตารางที่ 3.1 
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ภาพที่ 3.20 เปรียบเทียบผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งตัวรถแบบต่างๆ 

 

 
ภาพที่ 3.21 เปรียบเทียบผลตอบสนองระบบควบคุมต าแหน่งก้านเพนดูลัมแบบต่างๆ 
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ตารางที่ 3.1 เปรียบเทียบค่าผลตอบสนองของระบบควบคุมแบบต่างๆ 

ระบบควบคุม ก้านเพนดูลัม ตัวรถ 
Rise time 

(sec) 

Settling time 

(sec) 

Rise time 

(sec) 

Settling time 

(sec) 

PID-PID 0 2.5874 0.7364 5.090 

PD-PID 0 2.5874 0.9332 5.080 

LQR 0 4.9953 2.007 3.4749 

LQR+Integral 0 4.9673 2.000 3.7493 

 
 
จากภาพที่ 3.20  3.21 และตารางที่ 3.1 เห็นได้ว่าระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้น

จะท าให้ settling time ของระบบมีค่าน้อยกว่าระบบควบคุมพีไอดี และ ค่า overshoot ของระบบมี
ค่าน้อยมากเมื่อเทียบกับระบบควบคุมแบบพีไอดี ซึ่งท าให้ระบบเข้าสู่สภาวะคงตัวเร็วขึ้นและระบบ
เกิดการแกว่งน้อยลง 

จากที่ได้กล่าวมาข้างต้นเห็นได้ว่าระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นมีความซับซ้อนใน
การออกแบบน้อยกว่าระบบควบคุมพีไอดีและให้ผลตอบสนองของระบบที่ดีกว่า ดังนั้นจะน าระบบ
ควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นมาประยุกต์ใช้ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุน
เคลื่อนที่บนตัวรถ (Double Inverted pendulum on Cart) ซึ่งจะกล่าวในบทถัดไป 
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บทที่ 4  
ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ 

 
ในบทนี้กล่าวถึงการหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสอง

ก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถที่เป็นแบบเชิงเส้น และพิจารณาถึงความไม่แน่นอนของ
ค่าพารามิเตอร์ในระบบ การออกแบบระบบควบคุมทางทฤษฎีส าหรับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสอง
ก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ ด้วยวิธีของระบบควบคุม H∞ โดยการออกแบบระบบควบคุม
ดังกล่าวนี้อาศัยข้อก าหนดในการออกแบบระบบควบคุมที่ได้กล่าวไว้ข้างต้น 

ในการหาตัวควบคุมระบบแบบ H∞ ใช้ชุดเครื่องมือ Robust Control ในโปรแกรม 
MATLAB จากนั้นน าตัวควบคุมท่ีได้มาประยุกต์ใช้กับชุดทดลอง ที่สร้างขึ้นในโปรแกรม LABIVEW 
 
4.1 แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 

 
ภาพที่ 4.1 แผนภาพวัตถุอิสระของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและ 

มีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ 

F 
M 

x 

1 

I1, m1 

F 
M 

x 
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V1 

H1 

2 

I2, m2 

P2cg 

H1 

V1 

1 

P1cg 
m1g 

V2 
H2 

l1 

l1 

2 

m2g 

H2 

V2 

l2 

l2 
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ภาพที่ 4.2 ต าแหน่งจุดศูนย์กลางมวลของก้านเพนดูลัม 

 
ก าหนดให้ 

มวลของตัวรถ ( M ) = 0.5 kg (±20%) 
มวลของก้านเพนดูลัม ( 1m ) = 0.2 kg (±30%) 
มวลของก้านเพนดูลัม ( 2m ) = 0.2 kg (±30%) 
ความยาวของก้านเพนดูลัม (2 1l ) = 0.6 m 
ความยาวของก้านเพนดูลัม (2 2l ) = 0.6 m 
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของตัวรถ (b ) = 0.1 N/m.s (±10%) 
โมเมนต์ของความเฉื่อยของก้านเพนดูลัม ( 1I ) = 0.006 kg.m4 
โมเมนต์ของความเฉื่อยของก้านเพนดูลัม ( 2I ) = 0.006 kg.m4 
 
และสมมติให้สามารถตรวจวัดค่าการเคลื่อนที่ของตัวรถ และการแกว่งตัวก้านเพนดูลัมที่ 

1 และก้านที่ 2 
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จากภาพที่ 4.2 เมื่อพิจารณาที่ต าแหน่งของจุดศูนย์กลางมวลของก้านเพนดูลัมที่ 1 และ
ก้านท่ี 2 ได้ว่า 
 1cgx  = 1 1sin θx l  
 1cgx  = 1 1 1θ cosθx l  
 1cgx  = 2

1 1 1 1 1 1θ sin θ θ cosθx l l   (4.1) 
 

 1cgy  = 1 1cosθl  
 1cgy  = 1 1 1θ sin θl  
 1cgy  = 2

1 1 1 1 1 1θ cosθ θ sin θl l  (4.2) 
 

 2cgx  = 1 1 2 2sin θ sin θx L l   
 2cgx  = 1 1 1 2 2θ cosθ cosθx L l   
 2cgx  = 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2θ sin θ θ cosθ θ sin θ θ cosθx L L l l     (4.3) 
และ 
 2cgy  = 1 1 2 2cosθ cosθL l    
 2cgy  = 1 1 1 2 2 2θ sin θ θ sin θL l   
 2cgy  = 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2θ cosθ θ sin θ θ cosθ θ sin θL L l l    (4.4) 
จากนั้นพิจารณาผลรวมของแรงที่กระท าต่อตัวรถตามแนวแกนนอนโดยให้การเคลื่อนที่ไปทางขวามีค่า
เป็นบวก 
 F  = Ma  
 Mx  = 1F f H   
 1Mx bx H   = F  (4.5) 
เมื่อพิจารณาทีก่้านเพนดูลัมที่ 1 ผลรวมของแรงที่กระท าต่อก้านเพนดูลัมตามแนวแกนนอนได้ดังนี้ 
 F  = 1m a  
 1 1cgm x  = 1 2H H  
 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1θ sin θ θ cosθm x m l m l   = 1 2H H  (4.6) 
และส าหรับผลรวมของแรงตามแนวแกนตั้งได้ว่า 
 F  = 1m a  
 1 1cgm y  = 1 2 1V V m g   
 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1θ cosθ θ sin θm l m l m g   = 1 2V V  (4.7) 
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ต่อมาพิจารณาผลรวมของโมเมนต์ที่ต าแหน่งของศูนย์กลางมวลของก้านเพนดูลัมที่ 1 โดยให้ทิศของ
การหมุนตามเข็มนาฬิกามีค่าเป็นบวก 
 M  = 1 1θI  
 1 1θI  = 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1sin θ cosθ sinθ cosθV l H l V l H l     (4.8) 
จากนั้นพิจารณาที่ก้านเพนดูลัมที่ 2 ผลรวมของแรงที่กระท าต่อก้านเพนดูลัมตามแนวแกนนอนได้ดังนี้ 
 F  = 2m a  
 2 2cgm x  = 2H  
 2 2

2 2 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2θ sin θ θ cosθ θ sin θ θ cosθm x m L m L m l m l     = 2H  (4.9) 
และส าหรับผลรวมของแรงตามแนวแกนตั้งได้ว่า 
 F  = 2m a  
 2 2cgm y  = 2 2V m g  
 2 2

2 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2θ cosθ θ sin θ θ cosθ θ sin θm L m L m l m l m g     = 2V  (4.10) 
ต่อมาพิจารณาผลรวมของโมเมนต์ที่ต าแหน่งของศูนย์กลางมวล โดยให้ทิศของการหมุนตามเข็ม
นาฬิกามีค่าเป็นบวก 
 M  = 2 2θI  
 2 2θI  = 2 2 2 2 2 2sin θ cosθV l H l   (4.11) 
จากนั้นน าสมการที่ (4.5) จนถึงสมการที่ (4.11) มาแก้สมการเพ่ือหาสมการการเคลื่อนที่ชุดทดลอง 
และสมการการเคลื่อนที่ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ 3 
สมการดังนี้ 

2 2

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1( ) θ cosθ θ cosθ θ sin θ θ sin θM m m x bx m l m L m l m L        
 2

2 2 2 2 2 2 2 2θ cosθ θ sin θm l m l    = F  (4.12) 
 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1θ θ sin θ θ cosθ sin θ θ sin θ θ cosθ sin θI m l m l m l L m l L     
 2

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 1 1 2 1 1θ sin θ sin θ  θ sin θ cosθ sin θ sin θm l l m l l m gl m gl     
 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1cosθ θ cos θ θ sin θ cosθ cosθ θ cos θm l x m l m l m l x m l L      
 2 2

2 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2θ sin θ cosθ  θ cosθ cosθ θ cosθ sin θm l L m l l m l l    
 2 2 2 2 2

2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2θ sin θ sin θ θ cosθ sin θ  θ sin θ θ sin θ cosθm l L m l L m l m l     
 2

2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2sin θ cosθ θ cosθ cosθ θ sin θ cosθm gl m l x m L l m L l     
 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2θ cos θ θ sin θ cosθm l m l    = 0  (4.13) 
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2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 1 2θ θ cosθ sin θ θ sin θ sin θ θ cosθ sin θI m l m l m l x m L l     
 2

2 1 2 1 1 2 2 2 2 2 1 2 1 1 2θ sin θ sin θ cosθ θ cosθ cosθm L l m xl m L l    
 2 2 2

2 1 2 1 1 2 2 2 2 2θ sin θ cosθ θ cos θm L l m l   
 2 2

2 2 2 2 2θ sin θ cosθm l   = 0  (4.13) 
 

4.2 การประมาณค่าเชิงเส้นของระบบสมการ 
 
สมการการเคลื่อนที่ของชุดทดลองที่ได้กล่าวข้างต้น (4.12 – 4.14) นั้นยังคงเป็นระบบ

สมการที่ไม่เชิงเส้น ดังนั้นจะต้องท าการแปลงระบบสมการให้เป็นเชิงเส้น โดยสมมติว่า ณ ต าแหน่ง
ของก้านเพนดูลัมทั้งสองอยู่ในแนวตั้งตรง ( 1 2θ θ π  ) มีการเคลื่อนที่เชิงมุมน้อยมาก ดังนั้นถ้า
ก าหนดให้ 1  และ 2  แทนการกระจัดเชิงมุมของก้านเพนดูลัมที่ 1 ( 1 1θ π   ) และก้านเพนดูลัม
ที่ 2 ( 2 2θ π   ) จากต าแหน่งตั้งตรง ดังนั้นการประมาณค่าเชิงเส้นของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบ
สองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถหาได้จากสมการที ่(2.25) ดังนี้ 

 y  = 
1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3

( , , ) ( ) ( ) ( )

x x x x x x

f f f
f x x x x x x x x x

x x x
  

  
     

  
 

โดยที่ 1x  = x  2x  = 1θ  3x  = 2θ  

 1x  = 0  2x  = π  3x  = π  
 
ดังนั้นสมการเคลื่อนที่ของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่

บนตัวรถที่เป็นแบบเชิงเส้นได้แก่ 
 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2( ) ( )M m m x bx l m L m - l m       = F  (4.14) 

 2 2

1 1 2 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2( ( )) ( ) ( )I L l m l m L l m m + m g l l m l  m m gl           
  2 2 1 1 2( ( ))l m l m m x     = 0  (4.15) 
 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1( )I l m gl m l m x L l m       = 0  (4.16) 
 

หรือเขียนให้อยู่ในรูปของเมตริกซ์ 
 1 2 3A A A Q Q Q  = F  (4.17) 
โดยที่ 
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 1A  =  
1 2 1 1 2 1 2 2

2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2 2 2

2

2 2 2 1 2 2 2 2

( )

( ) ( )

M m m m l m L m l

m m l m l I m l L m l L m l m l l m l

m l m L l I m l

     
 
      
 
   

 (4.18) 

 2A  = 
0 0

0 0 0

0 0 0

b 
 
 
  

 (4.19) 3A  = 1 2 2 2

2 2

0 0 0

0 ( )

0 0

m m g m gl

m gl

 
 

  
 
  

 (4.20) 

 F  = 
1

0

0

 
 
 
  

 (4.21) Q  = 1

2

x





 
 
 
  

 (4.22) 

และสามารถเขียนเป็นบล็อกไดอะแกรมได้ดังนี้ 
 

 
ภาพที่ 4.3 บล็อกไดอะแกรมของระบบชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกัน 

และมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ 
 
 

4.3 ความไม่แน่นอนของระบบ (Uncertain model) 
 
พิจารณาจากความไม่แน่นอนของค่าพารามิเตอร์ (parametric uncertainty)ที่เกิด

ขึ้นกับระบบชุดทดลอง สามารถแยกวิเคราะห์ความไม่แน่นอนที่เกิดข้ึนในแต่ละบล็อกเมตริกซ์ได้ดังนี้ 
4.3.1 ความไม่แน่นอนที่เกิดขึ้นในบล็อก A1 
        จากสมการความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ได้ว่า 

 1A  = 1 1 1P A A  (4.23) 
โดยก าหนดให้ 

A1
-1

  ∫ ∫ 

A2 

A3 

F 
+ 

 
 

   u 
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 1A  = 
1 2 1 1 2 1 2 2

2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2 2 2

2

2 2 2 1 2 2 2 2

( )

( ) ( )

M m m m l m L m l

m m l m l I m l L m l L m l m l l m l

m l m L l I m l

     
 

         
 

   

 

 1PA  = 
1

1 2

2 3

0 0

0 0

0 0

Mp

m p

m p

 
 
 
 
 

  1  = 
11

12

13

0 0

0 0

0 0







 
 
 
  

 

 
จากภาพที่ 4.3 ดังนั้นเมตริกซ์ 1

1


A  สามารถหาได้ดังนี้ 

 1

1


A  =  

1
1 1

1 1 1 1P P


 A A A  (4.24) 

โดยที่เทอมของ  
1

1

1 1 1P


 A A  สามารถกระจายได้ดังนี้ 

  
1

1

1 1 1P


 A A  =  

1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 3 1 1P P P PI


      A A A A A A A A  (4.25) 

ดังนั้นสมการที่ (4.25) สามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้ 

 1

1


A  =  

1
1 1 1 1

11 1 1 1 3 1 1 1 1P PI


      A A A A A A  (4.26) 

หรือเขียนให้อยู่ในรูปของ upper-LFT คือ 
 1

1


A  = 1( , )u AF R  

  =  
22 21 11 12

1

1 3 1A A A AI


   R R R R  (4.27) 

โดยที่ 

 AR  = 11 12

21 22

A A

A A

 
 
  

R R

R R
 = 

1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

P

P

 

 

  
 
  

A A A

A A A
 (4.28) 

 
4.3.2 ความไม่แน่นอนที่เกิดขึ้นในบล็อก A2 
        จากสมการความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ได้ว่า 

 2A  = 2 2 2P A A  (4.29) 
โดยก าหนดให้ 

 2A  = 
0 0

0 0 0

0 0 0

b 
 
 
 
 

  2PA  = 
1 0 0

0 0 0

0 0 0

bs 
 
 
 
 

 

 2  = 
21

22

23

0 0

0 0

0 0







 
 
 
  
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โดยเขียนให้อยู่ในรูปของ upper LFT คือ 
 2A  = 2( , )u BF R  

  =  
22 21 11 12

1

2 3 2B B B BI


   R R R R  (4.30) 

โดยที่ 

 BR  = 11 12

21 22

B B

B B

 
 
  

R R

R R
 = 3 3 3

2 2

0

P

I 
 
 A A

 (4.31) 

 
4.3.3 ความไม่แน่นอนที่เกิดขึ้นในบล็อก A3 
        จากสมการความไม่แน่นอนของพารามิเตอร์ได้ว่า 

 3A  = 3 3 3P A A  (4.32) 
โดยก าหนดให้ 

 3A  = 1 2 2 2

2 2

0 0 0

0 ( )

0 0

m m g m gl

m gl

 
 

  
 
  

  3PA  = 1 1

2 2

0 0 0

0 0

0 0

m b

m b

 
 
 
  

 

 3  = 
31

32

33

0 0

0 0

0 0







 
 
 
  

 

โดยเขียนให้อยู่ในรูปของ upper LFT คือ 
 3A  = 3( , )u CF R  

  =  
22 21 11 12

1

3 3 3C C C CI


   R R R R  (4.33) 

โดยที่ 

 CR  = 11 12

21 22

C C

C C

 
 
  

R R

R R
 = 3 3 3

3 3

0

P

I 
 
 A A

 (4.34) 

ดังนั้นจากสมการความไม่แน่นอนของระบบข้างต้น สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ
บล็อกไดอะแกรมใหม่ได้ดังนี้ 
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ภาพที่ 4.4 บล็อกไดอะแกรมของระบบชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกัน 

และมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถแบบรวมสมการความไม่แน่นอน 
 
และจากบล็อกไดอะแกรมข้างต้นสามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการการเคลื่อนที่ของชุด

ทดลองได้ดังนี้ 

 1y 
 
 Q

 = 
1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

aP

b cP

u

u d v v

 

 

   
   

     

A A A

FA A A
 (4.35) 

 b

b

y

v

 
 
 

 = 3 3 3

2 2

0
b

P

I u   
   

  A A Q
 (4.36) 

 c

c

y

v

 
 
 

 = 3 3 3

3 3

0
c

P

I u   
   

  A A Q
 (4.37) 

 au  = 1 ay  (4.38) 
 bu  = 2 by  (4.39) 
 cu  = 3 cy  (4.40) 

จากระบบของชุดทดลองดังกล่าวพบว่า ตัวแปรสเตทคือ  
T

1 2 3 4 5 6x x x x x xx  ซึ่งถูก
ก าหนดโดย 1x x , 2 1θx  , 3 2θx  , 4x x , 5 1θx   และ 6 2θx  หรืออาจเขียนใหม่ได้ว่า 

 Q  =  
T

1 2 3x x x  (4.41) 

 Q  =  
T

4 5 6x x x  (4.42) 
 

RA ∫ ∫ 

RB 

RC 

F 
+ 

 
  

  u 

∆1 

∆2 

∆3 

d 

+ 

ua 
ya 

vb 

yb 

ub 

vc 

yc uc 
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และสมการเอาท์พุทของระบบคือ 

 y  =  
T

1 2 3x x x  (4.43) 
ดังนั้นจากสมการที่ (4.35, 4.36 และ 4.37) สามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้ 

 
1

2

3

x

x

x

 
 
 
  

 = Q  (4.44) 

 
4

5

6

x

x

x

 
 
 
  

 = 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1P a b cu u d v v        A A A F A A A  (4.45) 

 ay  = 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1P a b cu u d v v        A A A F A A A  (4.46) 

 by  = Q  (4.47) 

 cy  = Q  (4.48) 

 bv  = 2 2P bu A A Q  (4.49) 

 cv  = 3 3P cu A A Q  (4.50) 
จากนั้นท าการก าจัดตัวแปร ,  b cv v  ในสมการที่ (4.49) และ (4.50) และจัดเรียงสมการข้างต้น
ทั้งหมดใหม่ได้ดังนี้ 

1

2

3

4

5

6

a

b

c

x

x

x

x

x

x

y

y

y

y

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 = 

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1

1 1 1 1 1 1 1

1 3 1 2 1 1 1 2 1 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 3 1 2 1 1 1 2 1 3 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

P P P

P P P

I

I

I

I

     

      

      

     

     

     

    

    





A A A A A A A A A A A A F

A A A A A A A A A A A A F

1

2

3

4

5

6

a

b

c

x

x

x

x

x

x

u

u

u

d

u

 
  

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   

 

 (4.51) 

 
และ 
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a

b

c

u

u

u

 
 
 
  

 = 
1

2

3

0 0

0 0

0 0

a

b

c

y

y

y

   
   


   
      

 (4.52) 

เพราะฉะนั้นระบบเปิดของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ
แบบตามท่ีระบุ (Nominal Plant) หรือ pendG  คือ 

 

a

b

c

y

y

y

y

 
 
 
 
 
 

 = 

a

b

pend c

u

u

G u

d

u

 
 
 
 
 
 
  

 (4.53) 

ซึ่งประกอบด้วยสัญญาณอินพุท 13 เส้น สัญญาณเอาท์พุท 12 เส้น และมีตัวแปรสเตท 6 ตัว หรือ
แสดงในรูปแบบสมการสเตทสเปซได้ดังนี้ 

 pendG  = 
1 2

1 11 12

2 21 22

A B B

C D D

C D D

 
 
 
  

 (4.54) 

โดยที่ 

 A  = 3 3 3

1 1

1 3 1 2

0 I

 

 
 
  A A A A

,  1B  = 3 3 3 3 3 3

1 1 1

1 1 1 2 1 3

0 0 0

P P P

  

  

 
 
   A A A A A A

, 

 2B  = 3 3 3 1

1 1

1 1

0 0 

 

 
 
 A A F

,  1C  = 

1 1

1 3 1 2

3 3 3

3 3 3

0

0

I

I

 





  
 
 
 
 

A A A A

, 

 2C  =  3 3 30I 
, 

 11D  = 

1 1 1

1 1 1 2 1 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

0 0 0

0 0 0

P P P

  

  

  

   
 
 
 
 

A A A A A A

,  12D  = 

1 1

1 1

3 3 3 1

3 3 3 1

0 0

0 0

 

 

 

 
 
 
 
 

A A F

, 

 21D  = 3 90   , 22D  = 3 40   
 

และเม่ือท าการแทนค่าพารามิเตอร์ต่างๆในสมการที่ (4.54) ได้ดังนี้ 

 pendG  = 
1 2

1 11 12

2 21 22

A B B

C D D

C D D

 
 
 
  

 (4.55) 

โดยที่ 
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 A  = 

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 15.0769 1.5077 0.1795 0 0

0 125.6410 3.7692 0.3846 0 0

0 150.7692 33.9231 0.1282 0 0

 
 
 
 
 

 
  
 

 

, 

 1B  = 

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.2692 0.2308 0.0769 0.0179 0 0 0 0.2308 0.0769

0.5769 1.9231 2.3077 0.0385 0 0 0 1.9231 2.3077

0.1923 2.3077 5.7692 0.0128 0 0 0 2.3077 5.7692

 
 
 
 
 
    
    
 

  

, 

 2B  = 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1.7949 3.8462 1.2821 1.7949

3.8462 32.0513 38.4615 3.8462

1.2821 38.4615 96.1538 1.2821

 
 
 
 
 

 
 
 
   

, 

 1C  = 

0 15.0769 1.5077 0.1795 0 0

0 125.6410 3.7692 0.3846 0 0

0 150.7692 33.9231 0.1282 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 2C  = 
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

 
 
 
  

 

 11D  = 

0.2692 0.2308 0.0769 0.0179 0 0 0 0.2308 0.0769

0.5769 1.9231 2.3077 0.0385 0 0 0 1.9231 2.3077

0.1923 2.3077 5.7692 0.0128 0 0 0 2.3077 5.7692

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

    
 
   
 
  









 











, 
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 12D  = 

1.7949 3.8462 -1.2821 1.7949

3.8462 32.0513 -38.4615 3.8462

-1.2821 -38.4615 96.1538 -1.2821

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

 21D  = 

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 
 
 
  

, 22D  = 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
  

 

 
ดังนั้นความสัมพันธ์ของสัญญาณอินพุท-เอาท์พุทของสมการระบบความไม่แน่นอนและ

สมการระบบชุดทดลองนี้สามารถอธิบายโดยใช้วิธี upper-LFT ดังนี้ 

 y  = ( , )u pend pend

d
F G

u

 
  

 
 (4.57) 

ซ่ึง pend  เป็นเมตริกซ์ทแยงมุมดังสมการที่ (4.58) หรือแสดงดังภาพที่ 4.5 

 pend  = 
1

2

3

0 0

0 0

0 0

 
 


 
  

 (4.58) 

 

 
ภาพที่ 4.5 บล็อกไดอะแกรม LFT ของระบบชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกัน 

และมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถแบบตามที่ระบุ และสมการระบบความไม่แน่นอน 
 
 

Gpend 

pend 

u 

d y 
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4.4 การออกแบบระบบควบคุม H 
 
ในการการออกแบบระบบควบคุมให้มีความสามารถสร้างเสถียรภาพให้แก่ระบบของชุด

ทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ และยังจะต้องพิจารณาเรื่อง
ประสิทธิภาพของชุดควบคุมระบบดังนี้ 

   
P

U

W S

W KS


 
 
 

 < 1  (4.59) 

โดยที่ S  =  
1

I GK


  
 

4.4.1 การจัดเตรียมระบบก่อนการหาตัวควบคุม H 
       จากภาพที่ 4.6 แสดงการเชื่อมต่อกันทั้งระบบ (System interconnected) ที่

ประกอบด้วย nominal plant ( pendG ) เมตริกซ์ของสมการความไม่แน่นอน ( pend ) ตัวถ่วง
ประสิทธิภาพ ( ,P UW W ) และตัวควบคุม ( K ) 

 

 
ภาพที่ 4.6 บล็อกไดอะแกรมของระบบปิดของชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกัน 

และมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ 
 

ส าหรับการออกแบบระบบควบคุมแบบ H ต้องท าการเปลี่ยนรูปแบบของระบบซึ่งได้
แสดงในภาพที่ 4.6 ให้อยู่ในรูปแบบระบบทั่วไป P แสดงในภาพที่ 4.7 หรืออาจเรียกได้ว่าเป็น การ
เชื่อมต่อระบบเปิดของชุดทดลอง (Open-loop system interconnected) เพ่ือใช้ส าหรับการ

ค านวณหาค่าตัวควบคุมแบบ H เท่านั้น แต่ส าหรับการหาผลตอบสนองที่เกิดขึ้นจากระบบควบคุม

Gpend 

pend 

u 

d 
y 

K   

+ 
 
  

ref v 
 

+ 

WP 
ep 

WU eu 
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แบบ H จะต้องท าการเชื่อมต่อระบบดังภาพที่ 4.8 หรืออาจเรียกได้ว่าเป็น การเชื่อมต่อระบบปิด 
(Closed-loop system interconnected) 

และจากที่กล่าวข้างต้นระบบควบคุมแบบ H นั้นจะพิจารณาส าหรับชุดทดลองที่มี
ค่าพารามิเตอร์ตามที่ระบุ (Nominal plant) เท่านั้น ดังนั้นจะต้องท าการตัดเมตริกซ์ของสมการความ
ไม่แน่นอนออกจากระบบที่น ามาพิจารณา ( {1 9}pertin   และ {1 9}pertout  ) ดังนั้นระบบ

ส าหรับการหาค่าตัวควบคุมแบบ H เพ่ือที่จะหาค่าตัวควบคุม K  ที่ท าให้  ,lF P K

 มีค่าน้อย

ที่สุด ซึ่งได้แสดงดังภาพที่ 4.9 โดยที่ pendH  คือระบบทั่วไปของชุดทดลอง ดังนั้น  ,l pendF H K  

คือระบบปิดของเมตริกซ์ถ่ายโอน (Transfer matrix) จาก จุดอ้างอิง ( ref ) และสัญญาณรบกวน
ภายนอก ( dist ) จนถึงค่าความผิดพลาด ( pe , ue ) 

 

4.4.2 การหาค่าตัวควบคุมแบบ H ด้วย MATLAB 

       โดยการหาสมการของตัวควบคุมระบบแบบ H ได้น าชุดเครื่องมือ Robust 
control ในโปรแกรม MATLAB มาใช้เพ่ือความสะดวกและรวดเร็วในการหาค าตอบ ในที่นี้ฟังก์ชัน 

hinfsyn() เป็นฟังก์ชันที่ช่วยในการหาตัวควบคุมแบบ H และค่าของแกมมา ( ) ดังกล่าว ซึ่ง
ฟังก์ชันนี้มีพารามิเตอร์ที่จ าเป็นดังนี้ 

 1) จ านวนของตัวแปรที่สามารถตรวจวัดได้ (nmeas = 3) 
 2) จ านวนของสัญญาณควบคุม (ncons = 1) 
 3) ค่าแกมมาท่ีน้อยที่สุด (gmin = 0) 
 4) ค่าแกมมาท่ีมากที่สุด (gmax = 0) 
 5) ค่าความเคลื่อนที่ยอมรับได้ (tol = 0.001) 
หลังจากที่ได้ท าการปรับแต่งค่าของตัวถ่วงประสิทธิภาพด้วยวิธีลองผิดลองถูก (trial 

and error) ตัวถ่วงประสิทธิภาพสามารถเขียนได้ดังนี้ 

 ( )PW s  = 
1

2

3

0 0

0 0

0 0

p

p

p

w

w

w

 
 
 
 
 

 (4.58) 

โดยที่ 

 1( )pw s  = 5

40s 
, 2 ( )pw s  = 3

40s 
, 3 ( )pw s  = 3

40s 
 

 
และ ( )UW s  = 310  (4.59) 
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ภาพที่ 4.7 การเชื่อมต่อระบบเปิดของชุดทดลอง 

(ก) แบบบล็อกไดอะแกรม       (ข) แบบแผนภาพเค้าร่าง 
 

dist {2} 

Sys_ic 

 

pertin {1} 1 

pertin {2} 2 

pertin {3} 3 

pertin {4} 4 

pertin {5} 5 
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ref {1} 10 

ref {2} 11 

ref {3} 12 
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14 
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ep {1} 

ep {2} 
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G
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 
  

ref {1-3} 

SEST_P 

 
+ 

W
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e
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W
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e
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ภาพที่ 4.8 การเชื่อมต่อระบบปิดของชุดทดลอง 

(ก) แบบบล็อกไดอะแกรม        (ข) แบบแผนภาพเค้าร่าง 
 

dist {2} 

sim_ic 

pertin {1} 1 

pertin {2} 2 

pertin {3} 3 

pertin {4} 4 

pertin {5} 5 

pertin {6} 6 

pertin {7} 7 

pertin {8} 8 

pertin {9} 9 

ref {1} 10 

ref {2} 11 

ref {3} 12 

dist {1} 13 

14 

dist {3} 15 

u {1} 16 
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3 

4 
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6 
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14 

15 

16 
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G
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SEST_P 
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pertin {1-9} pertout {1-9} 
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ภาพที่ 4.9 บล็อกไดอะแกรมส าหรับระบบทั่วไปของระบบส าหรับการหาค่าตัวควบคุม H 

 
ดังนั้นผลลัพธ์ที่ได้จากฟังก์ชัน hinfsyn() โดยใช้ค่าพารามิเตอร์และค่าถ่วงประสิทธิภาพข้างต้นเป็น
ดังนี้ 

 

Test bounds:      0.0000 <  gamma  <=     10.0000 

 

  gamma    hamx_eig  xinf_eig  hamy_eig   yinf_eig   nrho_xy   p/f 

   10.000  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    0.0117    p  

    5.000  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    0.0470    p  

    2.500  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    0.1910    p  

    1.250  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    0.8169    p  

    0.625  3.0e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    4.5466#   f  

    1.125  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    1.0310#   f  

    1.171  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    0.9427    p  

    1.140  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    1.0007#   f  

    1.146  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    0.9887    p  

Hpend 

u {1} 
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ep {1-3} 
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  
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    1.141  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    0.9983    p  

    1.140  3.1e+000  5.5e-004  7.5e-001   0.0e+000    1.0000    p  

 

 Gamma value achieved:     1.1405 

 

และฟังก์ชันถ่ายโอนของตัวควบคุมแบบ H ( K ) คือ 

 ( )K s  = 
1

2

3

( )

( )

( )

k s

k s

k s

 
 
 
  

 (4.60) 

โดยที่ 

1
( )k s  = 

10 6 11 5 13 4 14 3 15 2 15 15

7 8 6 10 5 12 4 12 3 14 2 15 15

1.097e 7.991e 1.855e 2.151e 1.361e 3.699e 1.654e

2.985e 3.677e 1.12e 9.102e 2.045e 1.824e 2.786e

s s s s s s

s s s s s s s

     

      
 

2
( )k s  = 

11 6 12 5 14 4 14 3 15 2 15 15

7 8 6 10 5 12 4 12 3 14 2 15 15

1.15e 7.327e 1.301e 9.196e 2.845e 3.16e 1.68e

2.985e 3.677e 1.12e 9.102e 2.045e 1.824e 2.786e

s s s s s s

s s s s s s s

     

      
 

3
( )k s  = 

11 6 13 5 14 4 15 3 16 2 16 15

7 8 6 10 5 12 4 12 3 14 2 15 15

3.202e 2.124e 4.133e 3.293e 1.09e 1.274e 7.213e

2.985e 3.677e 1.12e 9.102e 2.045e 1.824e 2.786e

s s s s s s

s s s s s s s

      

      
 

 

ดังนั้นพิจารณาระบบปิดของชุดทดลองที่ใช้ตัวควบคุมแบบ H ข้างต้นพบว่าค่า        
โพลของระบบได้แก่ 2.985e+8, 12.692  11.709i, 11.7794  4.3292i, 0.74985  
0.73752i, 9.7671, 6.6269  2.1011i, 4.733  0.72446i, 40.422, 40 และ 40 

และจากค่าโพลข้างต้นพบว่าไม่มีโพลอยู่ทางด้านขวาของระนาบเอส และจากภาพที่ 
4.10 แสดงให้เห็นว่าตัวถ่วงประสิทธิภาพ (1 PW ) วาดอยู่ด้านบนของฟังก์ชันความอ่อนไหวของระบบ
ชุดทดลองที่เป็นระบบปิด ซึ่งเป็นไปตามข้อก าหนดของการออกแบบระบบควบคุมที่ว่า 1PW S


  

ดังนั้นอาจกล่าวได้ว่าระบบควบคุมแบบ H สามารถสร้างเสถียรภาพและประสิทธิภาพให้กับระบบ
ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถนี้ได้ 
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ภาพที่ 4.10 เปรียบเทียบตัวถ่วงประสิทธิภาพและฟังก์ชันความอ่อนไหว 
 

4.5 การประยุกต์ใช้งานบนโปรแกรม LABVIEW 
 

ในการน าระบบควบคุมแบบ H มาใช้ในโปรแกรม LABVIEW จ าเป็นต้องสร้าง
แบบจ าลองของชุดทดลองบนโปรแกรม LABVIEW ดังภาพที่ 4.11 โดยให้เป็นไปตามการเชื่อมต่อ
ระบบปิดของชุดทดลองที่ได้แสดงไว้ตามภาพที่ 4.8 
 
โดยที่ 1) บล็อก Generalized Plant (G_Pend) ใช้ค่า pendG  จากสมการที่ (4.55) 
 2) บล็อก Controller ใช้ค่า ( )K s  จากสมการที่ (4.60) 
 3) เมตริกซ์ค่าความไม่แน่นอน ( {1 9}pertin  ) มีค่าเท่ากับศูนย์ 
 4) เวลาเริ่มต้น (Initial time) มีค่าเท่ากับศูนย์วินาที และเวลาสุดท้าย (Final time) มี
ค่าเท่ากับ 10 วินาที 
 5) ก าหนดให้ x1 คือ การเคลื่อนที่ของตัวรถ ( x ) หน่วยเป็นเมตร 

  x2 คือ การเคลื่อนที่ของก้านเพนดูลัมที่ 1 ( 1θ ) หน่วยเป็นเรเดียน 

  x3 คือ การเคลื่อนที่ของก้านเพนดูลัมที่ 2 ( 2θ ) หน่วยเป็นเรเดียน 
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ภาพที่ 4.11 แบบจ าลองชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกัน 
และมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถบนโปรแกรม LABVIEW 

 
และหลังจากสร้างแบบจ าลองของชุดทดลองแล้ว ท าการทดสอบระบบควบคุมโดย

แบ่งเป็น 2 แบบดังนี้  
(1) แบบคงค่า (Regulator) 
     โดยท าการป้อนสัญญาณอิมพัลส์ที่มีขนาดหนึ่งหน่วย (Unit impulse function) 

เป็นสัญญาณรบกวนภายนอกที่มากระท าต่อระบบ ณ เวลาที่ 1 วินาที 
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และผลตอบสนองของระบบควบคุม H แบบคงค่าได้แสดงดังภาพที่ 4.12 พบว่าระบบ

ควบคุม H ที่สร้างบนโปรแกรม LABVIEW สามารถควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อ

กันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถได้ และระบบควบคุม H สามารถท าให้การแกว่งตัวของก้านเพน

ดูลัมทั้งสองก้าน ( 1 2θ ,θ ) ดังนี้ 1θ  = 0.015 เรเดียน 2θ  = 0.012 เรเดียน และค่า settling time 
ของการเคลื่อนที่ของตัวรถ ( x ) ที่เกิดขึ้นมีค่าประมาณ 3 วินาที (ซึ่งน้อยกว่า 5 วินาที) ซึ่งเป็นไปตาม

ข้อก าหนดการออกแบบระบบควบคุมที่ได้กล่าวไว้ข้างต้น ( 1θ , 2θ  < 0.05 เรเดียน) 
 

(2) แบบปรับค่าตามจุดอ้างอิง (Reference tracking) 
     โดยท าการป้อนสัญญาณแบบขั้นที่มีขนาดหนึ่งหน่วย (Unit step function) เป็น

สัญญาณค าสั่งมากระท าต่อระบบ ณ เวลาที่ 1 วินาที 

และผลตอบสนองของระบบควบคุม H แบบปรับค่าตามจุดอ้างอิงได้แสดงดังภาพที่ 

4.13 พบว่าระบบควบคุม H ที่สร้างบนโปรแกรม LABVIEW สามารถควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผัน
แบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถได้ แต่ไม่สามารถเป็นไปตามข้อก าหนดการ
ออกแบบระบบควบคุมดังนี้ ค่า settling time ของการเคลื่อนที่ของตัวรถ ( x ) ที่ เกิดขึ้นมี
ค่าประมาณ 6 วินาที (ซึ่งมากกว่า 5 วินาที) และการแกว่งตัวของก้านเพนดูลัมทั้งสองก้านมีค่า

มากกว่า 0.05 เรเดียน ( 1θ , 2θ  > 0.05 เรเดียน) ดังนี้ 1θ  = 0.13 เรเดียน 2θ  = 0.22 เรเดียน 
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ภาพที่ 4.12 ผลตอบสนองของระบบควบคุม H แบบคงค่า 
(ก) ตัวรถ   (ข) ก้านเพนดูลัมที่ 1   (ค) ก้านเพนดูลัมที่ 2 
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ภาพที่ 4.13 ผลตอบสนองของระบบควบคุม H แบบปรับค่าตามจุดอ้างอิง 
(ก) ตัวรถ   (ข) ก้านเพนดูลัมที่ 1   (ค) ก้านเพนดูลัมที่ 2 
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บทที่ 5 
สรุปผลการวิจัยและข้อเสนอแนะ 

 
การการศึกษาระบบควบคุมทางวิศวกรรมนั้นจะประกอบไปด้วย 2 ส่วนหลักได้แก่ 

ระบบ (Plant) และชุดควบคุม (Controller) โดยระบบ (Plant) ที่ใช้ในการศึกษานั้นมีมากมายหลาย
แบบ ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ นั้นสามารถเป็นโจทย์ที่ดีสาหรับการศึกษาระบบ
ควบคุมทางวิศวกรรม เพราะชุดทดลองนั้นเป็นระบบที่ไม่มีเสถียรภาพ ระบบที่ไม่เป็นเชิงเส้น และเป็น
ระบบที่มีจานวนตัวแปรเอาท์พุตมากกว่าตัวแปรอินพุต (Under-Actuated system) รายงานนี้
น าเสนอการศึกษาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่เป็นเชิงเส้น และการออกแบบระบบควบคุมส าหรับ
ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่และแบบสองก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ 

ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ได้ท าการเปรียบเทียบระบบควบคุมแบบ
ต่างๆ ได้แก่ ระบบควบคุมพีไอดี-พีไอดี ระบบควบคุมพีดี-พีไอดี ระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ
แบบก าลังสองเชิงเส้น และระบบควบคุมแบบสถานะป้อนกลับแบบก าลังสองเชิงเส้นและตัวกระท า
อินทิกรัล และเมื่อน าผลตอบสนองของระบบมาเปรียบเทียบกันพบว่า ระบบควบคุมต่างๆ นั้นสามารถ
น ามาประยุกต์ใช้กับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบจุดหมุนเคลื่อนที่ได้เป็นอย่างดี ซึ่งในแต่ละวิธีการ
อาจจะมีความยุ่งยากซับซ้อนแตกต่างกันออกไป โดยที่ระบบควบคุมแบบก าลังสองเชิงเส้นจะท าให้ค่า 
settling time ของระบบมีค่าน้อยกว่าระบบควบคุมพีไอดี และ ค่า overshoot ของระบบมีค่าน้อย
มากเมื่อเทียบกับระบบควบคุมแบบพีไอดี ซึ่งท าให้ระบบเข้าสู่สภาวะคงตัวเร็วขึ้นและระบบเกิดการ
แกว่งน้อยลง 

ชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถได้ท าการศึกษา
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่เป็นเชิงเส้น โดยเพิ่มการพิจารณาถึงความไม่แน่นอนของค่าพารามิเตอร์
ในระบบด้วย การออกแบบระบบควบคุมทางทฤษฎีสาหรับชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านและมี
จุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ ด้วยวิธีของระบบควบคุม H∞ ซึ่งในการหาตัวควบคุมระบบแบบ H∞ นั้นใช้
ชุดเครื่องมือ Robust Control ในโปรแกรม MATLAB หลังจากนั้นน าตัวควบคุมที่ได้ มาประยุกต์ใช้
กับชุดทดลองที่สร้างขึ้นในโปรแกรม LabVIEW โดยท าการทดสอบระบบควบคุมโดยแบ่งเป็น 2 แบบ
คือ แบบคงค่า (Regulator) และแบบปรับค่าตามจุดอ้างอิง (Reference tracking) และ
ผลตอบสนองที่ได้แสดงให้เห็นว่าระบบควบคุม H∞ ที่สร้างบนโปรแกรม LabVIEW นั้นสามารถ
ควบคุมชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านต่อกันและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถได้ทั้ง แบบคงค่า
และปรับค่าตามจุดอ้างอิง ซึ่งระบบควบคุม H∞ แบบคงค่าสามารถท าให้การแกว่งตัวของก้านเพนดูลัม
ทั้งสองก้าน ( 1 2θ , θ ) เป็นไปตามข้อก าหนดการออกแบบระบบควบคุมที่ได้กล่าวไว้ข้างต้น ( 1θ  < 
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0.05 และ 2θ  < 0.05 เรเดียน) แต่เมื่อพิจารณาที่ระบบควบคุม H∞ แบบปรับค่าตามจุดอ้างอิงนั้น 
พบว่าระบบควบคุม H∞ ไม่สามารถท าให้ผลตอบสนองของระบบนั้นเป็นไปตามข้อก าหนดการ
ออกแบบระบบควบคุมได้ เนื่องจากค่า settling time ของการเคลื่อนที่ของตัวรถ ( x ) ที่เกิดขึ้นมี
ค่าประมาณ 6 วินาที (ซ่ึงมากกว่า 5 วินาที) และการแกว่งตัวของก้านเพนดูลัมทั้งสองก้านมีค่า
มากกว่า 5 เรเดียน ( 1θ  > 0.05 และ 2θ  > 0.05 เรเดียน) 

จากผลการทดสอบชุดทดลองลูกตุ้มผกผันแบบสองก้านและมีจุดหมุนเคลื่อนที่บนตัวรถ 
พบว่าระบบควบคุมแบบ H∞ ที่ได้ออกแบบทางทฤษฎีนั้นสามารถสร้างเสถียรภาพให้กับชุดทดลองได้
ในระดับหนึ่งเท่านั้น โดยสามารถเพ่ิมประสิทธิภาพให้กับระบบควบคุมแบบ H∞ นี้ด้วยการหาค่าระบบ
ควบคุม H∞ ด้วยวิธี Loop-shaping หรือการพิจารณาวิธี µ -Synthesis เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพใน
เรื่องความคงทน (Robust performance) ให้กับชุดทดลอง 
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