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บทคัดยอ

การเขาใจถึงพฤติกรรมการไหลของอากาศนับวาเปนสวนหนึ่งที่สำคัญในการรักษาโรคเกี่ยวกับ
ระบบทางเดินหายใจดวยวิธีการฉีดพนยา เนื่องจากการไหลของอากาศเปรียบเสมือนตัวกลางในการเคลื่อนที่
ของอนุภาคละอองยาเปนหลัก ดังนั้น วิทยานิพนธฉบับนี้จึงนำเสนอแบบจำลองทางคณิตศาสตร 3 มิติสำหรับ
การไหลของอากาศภายในทางเดินหายใจสวนบนของมนุษย โดยสมมติใหอากาศมีการไหลแบบสมมาตรตาม
แนวแกน (axially symmetric) และมีการไหลเขา-ออกตามการดวยเปลี่ยนแปลงของความดันภายในถุงลม
แบบจำลองการไหลนี้อาศัยสมการเนเวียร-สโตกส (Navier-Stokes equations) และสมการการไหลตอเนื่อง
(continuity equation) เปนสมการควบคุมการไหล โดยมีการกำหนดเงื่อนไขคาขอบของความดันอากาศที่
บริเวณดานหนึ่งเปนฟงกชันแกวงกวัดตามคาบเวลา และนำเสนอวิธีการหาผลเฉลยสำหรับความเร็วในการไหล
ของอากาศดวยวิธีการเชิงวิเคราะห ซึ่งเปนสิ่งที่ทาทายความสามารถของนักวิจัย โดยผลเฉลยที่ไดอยูในรูปแบบ
ของอนุกรมฟูเรียรเบสเซล (Fourier-Bessel series) เมื่อนำผลเฉลยมาจำลองในแบบจำลองทางเดินหายใจใน 3
มิติ ผลจากแบบจำลองการไหลของอากาศที่ไดนั้นแสดงขนาดและทิศทางการไหลของอากาศสอดคลองกับความ
เปนจริง และงานวิจัยชื้นกอน ๆ เปนอยางยิ่ง

คำสำคัญ: ทางเดินหายใจสวนบนของมนุษย แบบจำลองคณิตศาสตร 3 มิติ สมการเนเวียร-สโตกส ผลเฉลย
เชิงวิเคราะห
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Abstract

Understanding characteristic of the airflow in a human respiratory tract is very
important factor to treatment in the respiratory disease. In this thesis, we propose a three-
dimensional mathematical modelling for the airflow in the upper human respiratory tract. The
airflow is assumed to be axially symmetric flow and driven by the oscillating pressure gradient.
The governing equations for describing the behavior of airflow are composed of the Navier-
Stokes equations and the continuity equation. To solve the model, we present a method of
analytical solution for the airflow velocity which still challenges to the researchers. We obtain
a solution in a Fourier-Bessel series form. Then, we simulate the airflow field on a three-
dimensional geometry of a human respiratory tract area. The obtained results show that the
characteristic of magnitude and direction of the airflow correspond to the airflow behavior in
the human airway and show good agreement with the previous research works.

Keywords: the upper human respiratory tract, three-dimensional mathematical model, the
Navier-Stokes equations, analytical solution.
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บทที่ 1

บทนำ

1.1 ความสำคัญของปญหา

ปจจุบันหลายประเทศในโลกลวนตองเผชิญกับปญหามลพิษทางอากาศ ซึ่งเปนตัวการสำคัญที่กอ
ใหเกิดผลเสียตอคุณภาพอากาศในชั้นบรรยากาศของโลก ทำใหสภาพภูมิอากาศมีการเปลี่ยนแปลงอยางรุนแรง
และนับวันยิ่งทวีความรุนแรงมากขึ้นเรื่อย ๆ จนถือวาเปนภัยคุกคามอยางหนึ่งตอการดำเนินชีวิตของมนุษย

จากขอมูลขององคการอนามัยโลก ( WHO ) รายงานวา ในป ค.ศ.2012 ปญหามลพิษทางอากาศ
ไดคราชีวิตคนแลวถึงประมาณ 7 ลานคนทั่วโลก นับวาเปนปญหารายแรงที่ทุกประเทศจะตองตระหนักถึงและ
รวมมือกันแกไขปญหา มลพิษทางอากาศนี้อาจเกิดขึ้นไดจากธรรมชาติ ไดแก การระเบิดของภูเขาไฟ ไฟปา
เปนตน และเกิดจากฝมือมนุษยเอง ไดแก การเผาไหมเชื้อเพลิงจากโรงงานอุตสาหกรรม ยานพาหนะ ควันจาก
การสูบบุหรี่ และ การเผาขยะมูลฝอย เปนตน ซึ่งสิ่งเหลานี้ลวนเปนสาเหตุสำคัญที่ทำใหสภาวะอากาศมีสาร
เจือปน เชน ฝุนละออง เขมาควัน หรือกาซตาง ๆ เปนจำนวนมาก และกอใหเกิดอันตรายตอสิ่งแวดลอมรวมถึง
มนุษย โดยเฉพาะอันตรายตอสุขภาพอนามัยของมนุษย ในชีวิตประจำวันเราไมอาจหลีกเลี่ยงตอการสัมผัสกับ
มลพิษทางอากาศได เนื่องจากมนุษยสามารถหายใจเอาอากาศที่มีสารเจือปนเหลานี้เขาสูรางกายไดโดยตรง และ
ในระยะเวลานานพอทำใหสารเจือปนเหลานี้สะสมอยูในระบบทางเดินหายใจในปริมาณมาก อาจนำไปสูการเกิด
โรคเกี่ยวกับระบบทางเดินหายใจในมนุษยเพิ่มมากขึ้น

โรคหอบหืด (Asthma) นับเปนโรคภูมิแพในระบบทางเดินหายใจชนิดหนึ่งที่มีผลกระทบมาจาก
สภาวะทางอากาศที่เต็มไปดวยมลพิษ อีกทั้งยังเปนโรคที่พบบอยในคนทุกเพศทุกวัยและมีอุบัติการณเพิ่มขึ้นทั่ว
โลก ปจจุบันพบวา คนทั่วโลกปวยเปนโรคหอบหืดมากกวา 300 ลานคน ขณะที่ประเทศไทยมีจำนวนผูปวยเปน
โรคหอบหืดประมาณ 3 ลานราย พบในเด็กรอยละ 10-12 และผูใหญรอยละ 6.9 ยิ่งไปกวานั้นสถานการณโรค
หอบหืดในประเทศไทยยังรุนแรงขึ้นทุกป จากขอมูลของกระทรวงสาธารณสุขพบวามีจำนวนผูปวยที่เขารับการ
รักษาเพิ่มจาก 66,679 รายในป พ.ศ. 2538 เปน 102,273 รายในป พ.ศ. 2552 และมีผูเสียชีวิตจากโรคหอบ
หืดนี้เพิ่มขึ้นจาก 806 รายในป พ.ศ. 2540 เปน 1,697 รายในป พ.ศ. 2546 ( คูมือหนังสือการพัฒนาระบบการ
ดูแลโรคหืดเครือขายหนวยบริการปฐมภูมิระดับอำเภอ (CUP) และโรงพยาบาลสงเสริมสุขภาพตำบล, 2554, น.
19 ) ทำใหโรคหอบหืดนี้ไดรับความสนใจจากทางการแพทยและหนวยงานสาธารณสุขทั่วโลกเปนอยางมาก โดย
เฉพาะประเทศไทยไดใหความสำคัญเปนอยางยิ่ง จึงไดจัดตั้งเครือขายคลินิกโรคหอบหืด (Easy Asthma clinic)
ในโรงพยาบาลชุมชนทั่วประเทศ ซึ่งเริ่มดำเนินการในป พ.ศ. 2551 เพื่อมุงหวังใหผูปวยโรคนี้มีคุณภาพชีวิตที่
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ดีขึ้นและหายใจไดเต็มปอดดังเชนคนปกติ โดยมีการใหความรูเรื่องยาและแนวทางการรักษาโรค รวมไปถึงการ
สรางเครือขายการดูแลรักษาที่เปนระบบ ทำใหการดูแลรักษาผูปวยมีประสิทธิภาพมากขึ้น

อาการของโรคหอบหืดสามารถเกิดขึ้นไดหลายระดับตั้งแตอาการไมรุนแรง จนถึงอาการรุนแรง
ซึ่งหากไมไดรับการรักษาทันทวงทีผูปวยอาจเสียชีวิตได โดยผูที่เปนโรคหอบหืดมักจะมีอาการไอมาก หายใจ
ลำบาก หายใจออกมีเสียงวี๊ด แนนหนาอก และหายใจขัดจนตองหายใจทางปาก สาเหตุเกิดจากการที่หลอดลม
มีปฏิกิริยาตอบสนองไวตอสิ่งกระตุน หรือสิ่งแวดลอมที่ไมเหมาะสม ทำใหหลอดลมเกิดการอักเสบเรื้อรัง และ
มีการหดตัวของหลอดลมมากกวาปกติ ซึ่งอาการเหลานี้สามารถเปนๆหายๆ แตโดยทั่วไปแลวมักมีโอกาสเกิด
ขึ้นรุนแรงไดในชวงกลางคืนหรือหลังตื่นตอนเชา อยางไรก็ตาม โรคหอบหืดเปนโรคเรื้อรังที่ไมสามารถรักษาให
หายขาดได แตก็ยังมีวิธีการรักษาตางๆเพื่อบรรเทาอาการ หรือปองกันไมใหอาการเหลานี้กำเริบขึ้นได

ปจจุบันในทางการแพทยไดมีการรักษาผูปวยโรคหอบหืดโดยการใชยา 2 ประเภท คือ ยาชนิด
รับประทาน และยาชนิดพนผานชองปากหรือจมูก ซึ่งการใชยาชนิดพนนั้นถือวาเปนยาที่มีประสิทธิภาพและ
ความปลอดภัยสูง เนื่องจากยาที่ใชในการฉีดพนมีปริมาณนอยกวายารับประทาน อีกทั้งเปนยาที่สามารถเกิด
ประสิทธิผลไดเฉพาะที่ และออกฤทธิ์ไดเร็ว จึงไดผลการรักษาที่ดีและมีโอกาสเกิดอาการขางเคียงไดนอยมาก
ดังนั้นปจจุบันการรักษาโรคหอบหืดจึงนิยมใชยาชนิดพนเปนหลัก โดยใชอุปกรณในการพนยา (inhaler) เพื่อ
เปนการขยายหลอดลม ซึ่งตองอาศัยความสอดคลองกันระหวางการกดเครื่องพนยากับจังหวะการสูดหายใจเขา
ดังนั้นผูปวยจึงตองมีความเขาใจในการใชอุปกรณในการพนยานี้เปนอยางมาก อยางไรก็ตาม วิธีการใชยาชนิดพน
เพื่อใหเกิดประสิทธิภาพสูงสุดและสามารถขนสงอนุภาคละอองยาไปยังตำแหนงเปาหมายไดแมนยำนั้นขึ้นอยู
กับปจจัยที่สำคัญ ไดแก รูปรางของทางเดินหายใจที่มีความซับซอน คุณสมบัติทางกายภาพของอนุภาคยา เชน
ความหนาแนน รูปราง และขนาด ตลอดจนพฤติกรรมการหายใจ โดยเฉพาะอยางยิ่งความถี่และอัตราการไหล
ของอากาศ ซึ่งนับวาการไหลของอากาศถือเปนตัวกลางในการขนสงอนุภาคละอองยาที่สำคัญ อีกทั้งยังเปนตัว
กำหนดทิศทางการเคลื่อนที่ และการยึดเกาะของอนุภาคละอองยาในทางเดินหายใจอีกดวย

รูปแบบพฤติกรรมการไหลของอากาศและการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยานั้นไดมีการศึกษา
กันอยางกวางขวางทั้ง ในการทดลองหองปฏิบัติ การ และการสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร ถึงแมวา ใน
ปจจุบันงานวิจัยทางการแพทยไดมีการศึกษาและพัฒนาเครื่องมือเกี่ยวกับการฉีดพนยาโดยอาศัยการทดลอง
ในหองปฏิบัติการจริง แตก็ยังไมสามารถแกไขปญหาไดดีที่สุด อีกทั้งตองใชเครื่องมือที่มีประสิทธิภาพ รวมไป
ถึงตองใชเวลาและมีคาใชจายในการทดลองสูงดวย ดังนั้นนักวิจัยสวนใหญจึงไดนำความรูทางดานคณิตศาสตร
มาประยุกตใชในการแกปญหา และสามารถที่จะสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร (Mathematical model)
เพื่อมาอธิบายปญหาดานตางๆไดอยางมากมาย โดยเฉพาะทางดานฟสิกสและทางการแพทย ซึ่งจะใชวิธีการเชิง
วิเคราะห และวิธีการคำนวณเชิงตัวเลขเพื่อจำลองปญหาตามที่ตองการ ทั้งนี้ ขอดีของการใชแบบจำลองทาง
คณิตศาสตร คือสามารถทำนายพฤติกรรมการไหลของของไหล ภายใตเงื่อนไขตางๆมากมาย รวมไปถึงสามารถ
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จำลองการไหลในรูปแบบตาง ๆ ทั้งแบบสองมิติและแบบสามมิติใหมีความสมจริง ทำใหการรักษามีประสิทธิภาพ
มากยิ่งขึ้น

ในการศึกษางานวิจัยสวนใหญนิยมใชสมการตอเนื่อง (continuity equation) และสมการเน
เวียร-สโตกส (Navier-Stokes equations) เปนสมการที่นำมาใชอธิบายพฤติกรรมการเคลื่อนที่ของของไหล
โดยอาศัยวิธีการคำนวณเชิงตัวเลข ซึ่งตองใชโปรแกรมสำเร็จรูปที่มีประสิทธิภาพสูงในการหาผลเฉลย ดังนั้นจึงมี
นักวิจัยหลายทานพยายามที่จะหาผลเฉลยสำหรับสมการเนเวียร-สโตกสนี้ดวยวิธีการเชิงวิเคราะห เพื่อลดระยะ
เวลาและประหยัดทรัพยากรในการคำนวณ ในหลายปที่ผานมาไดมีงานวิจัยที่นำเสนอแบบจำลองการไหลของ
อากาศในทางเดินหายใจ และวิธีการหาคำตอบเชิงวิเคราะหสำหรับสมการเนเวียร-สโตกสใน 2 มิติภายใตเงื่อนไข
แตกตางกันออกไป แตก็ยังมีงานวิจัยจำนวนนอยที่นำเสนอผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับสมการเนเวียร-สโตกสใน
3 มิติเพื่อใหการจำลองการไหลสมจริงมากขึ้น

สำหรับวิทยานิพนธฉบับนี้ จะเปนการเพิ่มมิติ ใหกับการจำลองการไหลของอากาศในทางเดิน
หายใจโดยผานทางชองปาก เพื่อใหไดแบบจำลองที่ ใกลเคียงกับความเปนจริงมากขึ้น ซึ่งเราจะประยุกตการ
จำลองการไหลของอากาศ และอาศัยแนวคิดวิธีการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหจากงานวิจัยของ Kongnuan และ
Pholuang (2012) เปนแนวคิดพื้นฐานที่สำคัญ ซึ่งไดมีการนำเสนอวิธีการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับการ
ไหลของอากาศในทางเดินหายใจในมนุษยผานชองปากแบบ 2 มิติ ดังนั้นในงานวิทยานิพนธนี้จะเปนการพัฒนา
แบบจำลองจาก 2 มิติเปน 3 มิติ โดยจะพิจารณาการไหลของอากาศในทางเดินหายใจผานชองปากแบบ 3 มิติใน
รูปแบบอยางงาย ซึ่งจะนำเสนอผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับสมการการตอเนื่อง และสมการเนเวียร-สโตกสแบบ
สมมาตร

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย

1. พัฒนาแบบจำลองทางคณิตศาสตรแบบ 3 มิติ สำหรับการไหลของอากาศภายในทาง เดิน
หายใจสวนบนของมนุษย โดยอาศัยสมการตอเนื่อง และสมการเนเวียร-สโตกส พรอมทั้งกำหนดเงื่อนไขคา
ขอบ (boundary conditions) ที่เหมาะสม

2. นำเสนอผลเฉลยเชิงวิเคราะห (analytical solution) สำหรับความเร็วของการไหลของอากาศ
เพื่อจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจผานชองปาก โดยอาศัยการวิเคราะหอนุกรมฟู เรียร เบสเซล
(Fourier-Bessel analysis)

3. ทำการจำลองและศึกษาลักษณะการไหลของอากาศในทางเดินหายใจจากผลเฉลยที่ได
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1.3 ขอบเขตของการวิจัย

1. ขอบเขตของบริเวณที่ใชทำการศึกษาในงานวิจัยนี้ จะเริ่มตั้งแตบริเวณทางเขาของชองปาก
ผานหลอดลมกอนถึงขั้วปอดในขณะที่ปากกำลังเปดกวาง ซึ่งมีลักษณะคอนขางเปนทอที่ไมซับซอนมากนัก โดย
จะทำการสรางแบบจำลองสำหรับบริเวณทางเดินหายใจผานชองปากนี้ใน 3 มิติในรูปแบบอยางงาย ซึ่งในสวนนี้
จะอาศัยขอมูลทางกายภาพจากงานวิจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของมากำหนดขนาดของความกวาง ความลึก และความ
ยาวของทางเดินหายใจใหใกลเคียงกับความเปนจริง

2. สำหรับการนำเสนอแบบจำลองการไหลของอากาศ จะใชวิธีการเชิงวิเคราะหในการหาผล
เฉลยสำหรับความเร็วของการไหลของอากาศ ซึ่งจะเปนการหาผลเฉลยของสมการตอเนื่อง และสมการเนเวียร-ส
โตกสแบบสมมาตร พรอมกำหนดเงื่อนไขคาขอบที่สอดคลองกับความเปนจริง และมองวาอากาศเปนของไหล
ชนิดหนึ่ง และมีการไหลเขา-ออกตามการเปลี่ยนแปลงของความดันภายในปอด ซึ่งมีลักษณะกวัดแกวงตามคาบ
ของเวลา (oscillating flow) และไมมีแรงภายนอกมากระทำ จากนั้นจึงนำผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่ไดมาทำการ
จำลองการไหลของอากาศโดยอาศัยโปรแกรม MATLAB

เนื้อหาในวิทยานิพนธฉบับนี้จะแบงออกเปน 5 บท ไดแก บทนำ ซึ่งกลาวถึงความสำคัญของ
ปญหา วัตถุประสงคของการวิจัย และขอบเขตของการวิจัย บทที่ 2 จะเปนการทบทวนงานวิจัยที่เกี่ยวของ ซึ่ง
เปนงานวิจัยที่ไดศึกษาเกี่ยวกับการไหลของอากาศ รวมไปถึงงานวิจัยที่เกี่ยวกับการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของ
สมการเนเวียร-สโตกส สวนวิธีการดำเนินงานวิจัย จะอยูในบทที่ 3 ซึ่งจะเปนการสรางแบบจำลองการไหลของ
อากาศในทางเดินหายใจ โดยนำเสนอวิธีการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับความเร็วในการไหลของอากาศ และ
บทที่ 4 จะเปนการนำเสนอผลการจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจในรูปแบบตาง ๆ ตามดวยบท
สุดทายก็คือ สรุปผลการศึกษาวิจัยและขอเสนอแนะ



บทที่ 2
ผลงานวิจัยที่เกี่ยวของ

ในหลายปที่ ผานมา การศึกษาการไหลของของไหลชนิดตาง ๆ นั้นได รับความสนใจจากนัก
วิจัยเปนจำนวนมาก เนื่องจากสามารถประยุกตใชไดจริงในทั้งทางดานวิศวกรรม และดานการแพทย เชน การ
ประยุกตใชในการขุดเจาะน้ำมัน การควบคุมการไหลของเลือดในระหวางการผาตัด และการจำลองการทำงาน
ของระบบทางเดินหายใจ เปนตน ซึ่งนักวิจัยหลายทานไดพยายามศึกษาพฤติกรรมการไหลของของไหลในรูป
แบบเรขาคณิตที่แตกตางกันออกไป โดยมุงเนนที่จะวิเคราะหแกปญหาโดยอาศัยสมการทางคณิตศาสตร เพื่อ
จำลองการไหลของของไหลภายใตเงื่อนไขตามที่ตองการ

ในเบื้องตน ผูวิจัยจึงไดทำการศึกษา และทบทวนงานวิจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับการจำลองการ
ไหลของของไหลภายในรูปทรงเรขาคณิตที่มีลักษณะเปนทอทรงกระบอก ดังตัวอยางเชน Riahi, Roy, และ
Cavazos (2011) ไดศึกษาการจำลองการไหลของเลือดภายในหลอดเลือดแดงที่มีการตีบ ซึ่งมีลักษณะเปน
ทอทรงกระบอกที่ มีพื้นที่ หนาตัด เปนทรงกลม โดยพิจารณาการไหลของเลือดเปนการไหลแบบราบเรียบที่
สมมาตรตามแนวแกน (axisymmetric) ซึ่งอธิบายการไหลโดยใชสมการตอเนื่องและสมการเนเวียร-สโตกส
แบบไรมิติในระบบพิกัดทรงกระบอก และใชวิธีการเชิงวิเคราะหพรอมทั้งวิธีการเชิงตัวเลขในการหาผลเฉลย โดย
คำนวณปริมาณที่สำคัญไดแก ความเร็วของการไหลของเลือด การเปลี่ยนแปลงของความดัน ความตานทาน และ
ความเคนเฉือน จากนั้นนำผลเฉลยที่ไดมาวิเคราะหผลกระทบที่สงผลตอการไหลของเลือด ซึ่งพบวา ความเร็ว
ของการไหลของเลือดตามแนวแกนจะลดลงเมื่อมีการเพิ่มขึ้นของรัศมี และมีคาสูงสุดที่บริเวณแกนกลางของ
ทอ รวมทั้งการเปลี่ยนแปลงของความดัน ความตานทาน และความเคนเฉือน จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางมากใน
บริเวณที่มีการตีบของหลอดเลือด

นอกจากนี้ยังมีงานวิจัยที่ศึกษาเกี่ยวกับการไหลภายในทอทรงกระบอก โดยพิจารณาการไหลที่
มีลักษณะแบบกวัดแกวง (oscillatory flow) จากงานวิจัยของ Ali, Asghar, และ Alsulami (2013) ไดศึกษา
วิเคราะหการไหลแบบกวัดแกวงของของไหลทุติยภูมิภายในทอทรงกระบอกที่มีแรงดูดของของไหลที่ผนังมาก
โดยการไหลในทอนี้ เกิดจากการดูดอยางตอเนื่องที่ผนัง และมีลักษณะกวัดแกวงของความเร็วที่ เกิดจากคลื่น
ความดันแบบฮารโมนิก ซึ่งพารามิเตอรที่สนใจ ไดแก ความเร็วการไหล แอมพลิจูดการกวัดแกวงของความดัน
และความลึกของคลื่นที่กวัดแกวง โดยแสดงการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับความเร็วในการไหล ซึ่งพิจารณา
ความเร็วในการไหลที่แบงออกเปนสองสวน ไดแก ความเร็วที่ เคลื่อนที่ โดยไมมีการหมุนวน ซึ่งจะถูกควบคุม
ดวยแรงดัน และความเร็วที่เคลื่อนที่แบบหมุนวน ซึ่งนำวิธีการรบกวน (Perturbation method) และวิธีการ
ประมาณคาแบบดับเบิลยูเคบี (Wentzel-Kramers-Brillouin approximation : WKB) มาเกี่ยวของในการหา
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ผลเฉลย อีกทั้งไดนำพารามิเตอรมาวิเคราะหผลกระทบที่สงผลตอการกวัดแกวงของการไหลของของไหล
Tsangaris และ Vlachakis (2003) ไดนำเสนอวิธีการหาผลเฉลยแบบแมนตรงของสมการตอ

เนื่องและสมการเนเวียร-สโตกสในระบบพิกัดคารทีเซียน (cartesian coordinates) ซึ่งใชเปนสมการควบคุม
สำหรับกรณีการไหลภายใตการเปลี่ยนแปลงความดันแบบกวัดแกวง (oscillating pressure gradient) และ
กรณีการไหลแบบราบเรียบที่มีการพัฒนาเต็มรูปแบบ (fully developed laminar flow) ในทอตรงที่มีหนา
ตัดเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วแบบมุมฉาก ผลเฉลยที่ไดอยูในรูปแบบของการกระจายอนุกรมฟูเรียร (Fourier
series) ซึ่งพบวามีรูปแบบการไหลลักษณะแบนที่ตรงกลางทอยกเวนตำแหนงที่ใกลกับผนังทอ เนื่องจากผลเฉลย
ระหวางกรณีการไหลแบบคงที่กับกรณีการไหลภายใตการเปลี่ยนแปลงความดันแบบกวัดแกวงนั้นเกิดการซอน
ทับกัน ซึ่งเปนการแสดงพฤติกรรมชั้นขอบเขตที่มีการเปลี่ยนแปลงความเร็วสูงในขณะที่ใกลชั้นขอบเขตนั้น

หลังจากการศึกษางานวิจัยจำนวนหนึ่ง พบวาในบางงานวิจัยไดนำการจำลองการไหลภายในทอ
นี้มาประยุกตใชใหสอดคลองเกี่ยวกับระบบการทำงานของทางเดินหายใจในรางกายของมนุษย ซึ่งในปจจุบัน
ปญหาของการใชยาชนิดพนเพื่อรักษาผูปวยโรคระบบทางเดินหายใจนั้นไดรับความสนใจจากนักวิจัยเปนอยาง
มาก เนื่องจากในขณะฉีดพนยาอาจเกิดการสูญเสียยาระหวางการขนสง ทำใหอนุภาคยาถูกสงไปยังอวัยวะเปา
หมายไดจำนวนนอย ซึ่งสงผลตอประสิทธิภาพในการรักษา ดวยเหตุนี้ นักวิจัยจึงไดพยายามแกปญหา โดยมอง
วาอากาศในทางเดินหายใจถือเปนตัวกลางสำคัญในการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา ดังนั้นจึงไดมีการศึกษา
การไหลของอากาศในทางเดินหายใจที่สัมพันธกับการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา ทำใหผูจัยเริ่มมีความสนใจ
และไดคนควางานวิจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับการจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ ดังนี้

Tan และคณะ (2004) ไดศึกษาพฤติกรรมการไหลของอากาศ และการเคลื่อนที่ของอนุภาค
ละอองยาแตละอนุภาค ภายใตสภาวะการไหลของอากาศภายในชองจมูก โดยอาศัยสมการตอเนื่องประกอบกับ
สมการเนเวียร-สโตกสเปนสมการควบคุมการไหล และใชวิธี Semi-Implicit ในการแกสมการ จากนั้นจึงนำผล
เฉลยที่ไดไปใชกับแบบจำลองสำหรับการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา ซึ่งสรางขึ้นโดยอาศัยเทคนิคการกระ
จัดกระจายวัฏภาคแบบลากรานจ (Lagrangian Dispersed Phase Model) พรอมทั้งทำการประมวณผลภาย
ใตความหนาแนน และขนาดของอนุภาคละอองยา รวมทั้งอัตราการหายใจที่แตกตางกัน จากนั้นทำการจำลอง
สนามการไหลของอากาศ และวิถีการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา และนำไปเปรียบเทียบกับแบบจำลองและ
ผลการทดลองที่อางอิง ซึ่งผลการจำลองพบวามีความสอดคลองกัน และสรุปไดวาสนามการไหลของอากาศ และ
ลักษณะทางกายภาพของอนุภาคละอองยามีผลตอการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา

ตอมา Wen และคณะ (2007) ไดพัฒนาแบบจำลองการไหลของอากาศภายในโพรงจมูกใหมี
ความสมจริงยิ่งขึ้น โดยมุงเนนที่จะศึกษาการไหลของอากาศภายในชองจมูกทั้งสองขาง ซึ่งใชขอมูลจากการถาย
ภาพรังสีสวนตัดอาศัยคอมพิวเตอร (CT scan) ในการสรางโดเมนที่ทำการศึกษา จากนั้นนำโดเมนที่สรางไปเขา
ในโปรแกรม GAMBIT ซึ่งเปนโปรแกรมจำลองแบบ 3 มิติ แลวทำการหาผลเฉลยสำหรับการไหลของอากาศ
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ในสภาวะปกติ และในสภาวะที่ออกกำลังกาย โดยอาศัยวิธีการคำนวณเชิงพลศาสตรของของไหล (Computa-
tional Fluid Dynamics : CFD) ซึ่งใชสมการตอเนื่องและสมการเนเวียร-สโตกสเพื่ออธิบายการไหลของอากาศ
แบบราบเรียบ และใชแบบจำลอง LRN k− ε ของ Wilcox เพื่ออธิบายการไหลแบบปนปวน จากผลการจำลอง
สรุปไดวา รูปรางลักษณะของชองจมูกทั้งสองขางที่แตกตางกันทั้งขนาดและรูปทรงภายในนั้นสงผลตอการไหล
ของอากาศ โดยชองจมูกดานซายมีลักษณะแคบกวาดานขวา จึงมีความดัน ความเร็ว และการกระจายตัวของ
อากาศมากกวา รวมทั้งเมื่อเปรียบเทียบอัตราการไหลของอากาศพบวา ที่อัตราการไหลของอากาศในสภาวะ
ปกติ อากาศจะมีการกระจายตัวภายในโพรงจมูกไดดีกวาในสภาวะที่ออกกำลังกาย

นอกจากจะมีการศึกษาพฤติกรรมการไหลของอากาศที่สัมพันธกับการขนสงอนุภาคละอองยาใน
ทางเดินหายใจผานทางโพรงจมูกแลว ยังมีนักวิจัยจำนวนมากไดมีการศึกษาการไหลของอากาศผานทางชอง
ปาก ซึ่งเปนอีกหนึ่งองคประกอบสำคัญในระบบทางเดินหายใจอีกดวย ยกตัวอยางเชน จากงานวิจัยของ Fadl,
Wang, และ Cheng (2007) ไดศึกษาและทำการวิจัยเกี่ยวกับลักษณะของเครื่องพนยาวาสงตอการเคลื่อนที่ของ
อนุภาคยาหรือไม โดยทำการศึกษาจากการทดลอง และการจำลองเชิงตัวเลขเพื่อนำผลที่ไดมาเปรียบเทียบกัน
โดยใชแบบจำลองทางคณิตศาสตรบนโดเมนแบบสามมิติ เพื่อวิเคราะหรูปแบบการไหลของอากาศและสังเกต
แนวทางการเคลื่อนที่ของอนุภาคยาในทางเดินหายใจ โดยเริ่มตั้งแตชองปากจนถึงหลอดลมกอนถึงขั้วปอด ซึ่ง
ใชสมการตอเนื่องและสมการเนเวียร-สโตกสมาเปนสมการควบคุมการไหลเพื่ออธิบายการเคลื่อนที่ของอากาศ
และใชสมการ k− ε ในการอธิบายการไหลของอากาศแบบปนปวน (turbulent flow) จากนั้นนำผลเฉลยที่ได
มาเปรียบเทียบกับผลการทดลอง โดยทำการทดลองจากเครื่องพนยาที่มีขนาดเสนผานศูนยกลาง 16 และ 20
มิลลิเมตร กำหนดใหอัตราการหายใจมีคาเปน 30 60 และ 90 ลิตรตอนาที และมุมในการฉีดพนสูงขึ้นทีละ 10
องศาจากระดับปากตั้งแต 0 ถึง 40 องศา ซึ่งพบวา มุมในการฉีดพนนั้นไมขึ้นอยูกับอัตราการหายใจและขนาด
เสนผานศูนยกลางของปากเครื่องพนยา อยางไรก็ตาม ประสิทธิภาพในการดูดซึมของอนุภาคยาจะเพิ่มขึ้นเมื่อ
มุมของการพนยาเพิ่มขึ้นจาก 0 ถึง 20 องศา และคอยๆลดลงเมื่อเพิ่มมุมการพนมากไปกวานั้น

จากนั้น Qingxing Xu, Fong Yew Leong, และ Chi-Hwa Wang (2009) ไดศึกษาการขนสงและ
การยึดเกาะของอนุภาคขนาดเล็กในบริเวณหลอดลมจนถึงขั้วปอดทั้งสองขาง ภายใตเงื่อนไขการไหลของอากาศ
แบบกวัดแกวง (oscillatory flow) ในทางเดินหายใจ โดยทำการศึกษาผานการทดลองในหองปฏิบัติการ และ
การสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร เพื่อจำลองการไหลของอากาศและการเคลื่อนที่ของอนุภาคแบบ 2 มิติ
และ 3 มิติ โดยใชสมการตอเนื่องและสมการเนเวียร-สโตกสเปนสมการควบคุมสำหรับการไหลของอากาศ และ
แทนการไหลของอากาศแบบกวัดแกวงนี้ดวยสมการฟงกชันขั้นบันไดของเฮฟวีไซด (Heaviside step function)
รวมถึงการใชสมการ Basset-Boussinesq-Queen (Morrison, 1974) เพื่ออธิบายการเคลื่อนที่ของอนุภาค ซึ่ง
อาศัยแนวคิดเรื่องแรงและการเคลื่อนที่ จากนั้นไดทำการหาผลเฉลยเชิงตัวเลขดวยโปรแกรมสำเร็จรูป COMSOL
เพื่อจำลองทิศทางการเคลื่อนที่ และตำแหนงการยึดเกาะของอนุภาคบนผนังทางเดินหายใจ โดยพบวาอนุภาค
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สามารถเคลื่อนที่ไปไดไกลถึงขั้วปอดทั้งสองขาง แตมีการยึดเกาะของอนุภาคที่บริเวณขั้วปอดเทานั้น และจาก
การวิเคราะหคาพารามิเตอรทำใหสรุปผลไดวา อนุภาคจะมีการยึดเกาะบริเวณขั้วปอดเพิ่มขึ้นเมื่ออากาศมีการ
ไหลดวยความถี่ต่ำ อัตราการไหลของอากาศเพิ่มขึ้น และขนาดเสนผานศูนยกลางของอนุภาคเพิ่มขึ้น

ตอมา อัญชุลี, สุพัชระ, และ สิทธิพงศ (2010) ไดศึกษาพฤติกรรมของอนุภาคยาแตละอนุภาค
ในทางเดินหายใจหลังจากฉีดพนยาผานชองปาก ภายใตสภาวะการไหลของอากาศ และไดนำเสนอแบบจำลอง
ทางคณิตศาสตรในโดนเมน 2 มิติสำหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจตั้งแตชองปากผานหลอดลมกอน
ถึงขั้วปอด ซึ่งอาศัยสมการเนเวียร-สโตกส และสมการการไหลตอเนื่องเปนสมการควบคุมการไหล โดยคาขอบ
ดานหนึ่งถูกกำหนดใหเปนฟงกชันแกวงกวัดตามคาบของเวลา (oscillating function) พรอมทั้งใชโปรแกรม
สำเร็จรูป COMSOL Multiphysics 3.5a โดยใชวิธีไฟไนตเอลิเมนต เพื่อจำลองความเร็วและแนวทางการไหล
ของอากาศ นอกจากนี้ไดทำการสรางแบบจำลองเพื่อศึกษาพฤติกรรมการเคลื่อนที่ของอนุภาคยา โดยใชเทคนิค
การกระจัดกระจายวัฏภาคแบบลากรานจ (Lagrangian dispersed phase) และความรูในทางฟสิกสเบื้องตน
สำหรับการหาผลเฉลยเชิงตัวเลขของแบบจำลองนี้จะใชวิธีของออยเลอร (Euler's method) โดยอาศัยการเขียน
โปรแกรมใน MATLAB 7.9 เพื่อนำมาจำลองแนวทางการเคลื่อนที่และวิเคราะหรูปแบบการกระจายตัวของการ
ยึดเกาะของอนุภาคยาบนตำแหนงตางๆในทางเดินหายใจ จากการวิเคราะหพารามิเตอรที่สงผลตอพฤติกรรม
ของอนุภาคยา พบวาเมื่อเพิ่มความหนาแนนของอนุภาคยา และความเร็วในการฉีดพนยา จะทำใหอนุภาคยา
สามารถเคลื่อนที่ไดไกลขึ้น และมีโอกาสการยึดเกาะบนผนังทางเดินหายใจมากขึ้น

นอกจากนี้ Kongnuan และ Pholuang (2012) ไดศึกษาพฤติกรรมการเคลื่อนที่ของอนุภาค
ละอองยาในทางเดินหายใจของมนุษย ภายใตการไหลของอากาศแบบกวัดแกวง โดยการนำเสนอวิธีการหาผล
เฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับแบบจำลองการไหลของอากาศ และแบบจำลองการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา ซึ่ง
จะอาศัยสมการตอเนื่องและสมการเนเวียร-สโตกสใน 2 มิติเปนสมการควบคุมการไหลของอากาศ และกำหนด
เงื่อนไขคาขอบสำหรับความดันอากาศที่ตำแหนงทางออกติดกับขั้วปอดแทนดวยฟงกชันคาบของเวลา ซึ่งผล
เฉลยกรณีการไหลของอากาศแบบกวัดแกวงที่ไดจะอยูในรูปแบบของอนุกรมฟูเรียร สำหรับการหาผลเฉลยเชิง
วิเคราะหเพื่อจำลองการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยาจะอาศัยวิธีของออยเลอร และเทคนิคการกระจัดกระ
จายวัฏภาคแบบลากรานจเชนเดียวกับงานวิจัยของ อัญชุลี, สุพัชระ, และ สิทธิพงศ (2010) ทั้งนี้ นอกจาก
จะสามารถจำลองการเคลื่อนที่และตำแหนงยึดเกาะของอนุภาคละอองยาแลว ยังสามารถวิเคราะหพารามิเตอร
ที่สงผลตอการเคลื่อนที่ และการยึดเกาะของอนุภาคละอองยาในทางเดินหายใจไดอีกดวย ซึ่งงานวิจัยของ
Kongnuan และ Pholuang (2012) นี้จะถูกนำมาใชเปนแนวคิดสำคัญตอวิทยานิพนธฉบับนี้
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Kongnuan, Na-Thakuatung, และ Pholuang (2014) ไดทำการเปรียบเทียบผลการจำลอง
เชิงวิเคราะห และผลการจำลองเชิงตัวเลขสำหรับการไหลของอากาศแบบกวัดแกวงภายในทางเดินหายใจของ
มนุษยโดยผานทางชองปากแบบ 2 มิติ สำหรับการจำลองเชิงวิเคราะห ไดทำการแกสมการตอเนื่องและสมการ
เนเวียร-สโตกส เพื่อหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับความเร็วในการไหลของอากาศ ซึ่งไดผลเฉลยอยูในรูปแบบ
อนุกรมฟูเรียรจากงานวิจัยของ Kongnuan และ Pholuang (2012) และสำหรับการจำลองเชิงตัวเลขไดอาศัย
โปรแกรมสำเร็จรูป COMSOL Multiphysics 3.5a มาจำลองความเร็วและแนวทางการไหลของอากาศ โดย
อาศัยวิธีไฟไนตเอลิเมนตจากงานวิจัยของ อัญชุลี, สุพัชระ, และ สิทธิพงศ (2010) จากนั้นนำผลเฉลยที่ไดจาก
สองวิธีมาทำการจำลองผล โดยพิจารณาความเร็วของอากาศในทางเดินหายใจเมื่อเวลาผานไป 1.5 2.05 และ
3.5 วินาทีตามลำดับ ซึ่งเมื่อนำผลการจำลองการไหลของอากาศในแบบเดียวกันของทั้งสองวิธีมาเปรียบเทียบ
พบวาลักษณะการไหลของอากาศของทั้งสองวิธีมีความสอดคลองตรงกันเปนอยางดี โดยในชวง 2 วินาทีแรก
การไหลของอากาศจะมีทิศทางเขาสูระบบทางเดินหายใจ ซึ่งความเร็วของอากาศจะมีคาสูงสุดที่บริเวณแนวแกน
กลาง แลวลดลงตามสัดสวนจนมีคาเปนศูนยที่ผนังทางเดินหายใจ และวินาทีที่ 3 เปนชวงเวลาที่อากาศมีการ
เปลี่ยนทิศทางเปนการไหลออกจากระบบทางเดินหายใจซึ่งสอดคลองกับความเปนจริง

จากงานวิจัยที่ไดกลาวมาขางตน จะเห็นไดวานักวิจัยสวนใหญไดนำสมการเนเวียร-สโตกสมา
ประยุกตใชกับปญหาการไหลในรูปแบบที่แตกตางกันไป สมการเนเวียร-สโตกสนี้จึงเปนสมการคณิตศาสตรที่
สำคัญมากในการแกปญหา อยางไรก็ตาม ปญหาการหาผลเฉลยสำหรับสมการเนเวียร-สโตกสนี้เปนปญหาที่ได
รับความสนใจจากนักวิจัยเปนอยางมาก เนื่องจากดวยความซับซอนทางคณิตศาสตรจึงเปนการยากที่จะหาผล
เฉลยไดอยางแมนตรง ซึ่งผลเฉลยแบบแมนตรงมีความสำคัญในการตรวจสอบวิธีการเชิงตัวเลขที่สามารถพัฒนา
กับปญหาที่มีความซับซอนได นักวิจัยจำนวนหนึ่งจึงไดพยายามหาวิธีในการหาผลเฉลยแบบแมนตรงดวยวิธีการ
เชิงวิเคราะหที่แตกตางกันไป เพื่อใหงายตอการผลเฉลย ซึ่งสามารถศึกษาไดจากงานวิจัยตางๆ ดังนี้

เนื่องจากสมการเนเวียร-สโตกสโดยทั่วไปจะอยูในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธยอยแบบไมเชิง
เสน ซึ่งยากตอการหาคำตอบ งานวิจัยของ Otarod, S. และ Otarod, D. (2006) จึงไดอาศัยความรูเบื้องตน
เกี่ยวกับการวิเคราะหแคลคูลัส ซึ่งเปนการลดความซับซอนของสมการสมการเนเวียร-สโตกสในการหาผลเฉลย
วิเคราะหของสมการเนเวียร-สโตกสใน 2 มิติสำหรับการไหลแบบราบเรียบ ตอมา งานวิจัยของ Lyberg และ
Tryggeson (2007) ไดเสนอวิธีการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับสมการเนเวียร-สโตกส ซึ่งเขียนสมการในรูป
แบบไดเวอรเจนซ โดยใชสมบัติความสมมาตรในการแบงสมการเนเวียร-สโตกสออกเปนเทนเซอรสมมาตร และ
เทนเซอรสมมาตรเสมือน ซึ่งจะไดออกมาเปนสองสมการ สมการหนึ่งจะมีรูปแบบเปนสมการเชิงอนุพันธยอยเชิง
เสน และอีกสมการจะอยูในรูปแบบสมการพีชคณิตกำลังสอง จากนั้นทำการหาผลเฉลยของทั้งสองสมการ แลว
จึงนำผลเฉลยที่ไดมาประกอบกันเปนผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับการไหล และในปตอมา Mohyuddin และ
คณะ (2008) ไดแสดงการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของสมการเนเวียร-สโตกสใน 2 มิติสำหรับการไหลแบบไมคงที่
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โดยเริ่มจากแปลงสมการเนเวียร-สโตกสที่ขึ้นอยูกับเวลาใหเปนแบบคงที่ไมขึ้นกับเวลา จากนั้นใชวิธีการแปลงฮอ
โดกราฟ-เลอจองดในการสับเปลี่ยนระหวางตัวแปรอิสระกับตัวแปรตาม แลวลดรูปสมการเนเวียร-สโตกสใหอยู
ในรูปของฟงกชันการแปลงเลอจองด

นอกจากนี้ในบางงานวิจัยที่ไดพัฒนาวิธีการหาผลเฉลยแบบแมนตรงของสมการเนเวียร-สโตกส
ในรูปแบบ 3 มิติ เชน Vlachakis และ Baldoukas (2002) ไดนำเสนอการหาผลเฉลยแบบแมนตรงของสมการ
เนเวียร-สโตกสประกอบกับสมการตอเนื่องในระบบพิกัดทรงกระบอก (r,θ ,z) สำหรับการไหลแบบหมุนวนใน 3
มิติภายในทอที่มีการดูดที่ผนัง โดยนำมาประยุกตใชกับการไหลภายในหลอดเลือด ซึ่งอาศัยการหาผลเฉลยดวย
การวิเคราะหฟงกชันเบสเซล (bessel function) บนพื้นฐานรูปแบบการไหลตามทฤษฎีของ Terrill (1965, pp
323-332.)

และ Muriel (2010) ไดนำเสนอวิธีการหาผลเฉลยแบบแมนตรงของสมการเนเวียร-สโตกสใน 3
มิติ ซึ่งอาศัยการประมาณคาเริ่มตนในการคำนวณสมการวิวัฒนาการตามเวลา (time evolution) และกำหนด
เงื่อนไขเปนการไหลในสนามพลังงานและความดัน แลวจึงนำผลเฉลยที่ไดไปแทนคาในสมการเนเวียร-สโตกส
พรอมทั้งคำนวณคาของความดัน จากนั้นนำผลเฉลยของคาความดันรวมกับผลเฉลยที่ไดจากสมการวิวัฒนาการ
ตามเวลา ก็จะไดเปนผลเฉลยแมนตรงสำหรับสมการเนเวียร-สโตกส

อยางไรก็ตามจากการทบทวนงานวิจัยทั้งหมดที่กลาวมาขางตน ยังไมมีงานวิจัยชิ้นใดที่ทำการหา
ผลเฉลยของสมการเนเวียร-สโตกสแบบสมมาตร และศึกษาการไหลของอากาศในทางเดินหายใจสวนบนของ
มนุษยผานชองปากแบบ 3 มิติ โดยวิธีการเชิงวิเคราะหมากอน ดังนั้น ในวิทยานิพนธฉบับนี้จึงมีจุดมุงหมายที่จะ
นำเสนอแบบจำลองทางคณิตศาสตร 3 มิติ และหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของสมการเนเวียร-สโตกสแบบสมมาตร
เพื่ออธิบายการไหลของอากาศในทางเดินหายใจสวนบนของมนุษย รวมถึงเปรียบเทียบทิศทางและขนาดของ
ความเร็วการไหลของอากาศ ณ เวลาที่แตกตางกัน



บทที่ 3
แบบจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ

การรักษาโดยการใชยาชนิดพนมีความสำคัญตอผูปวยโรคระบบทางเดินหายใจ เนื่องจากอนุภาค
ละอองยาสามารถเขาสูตำแหนงในระบบทางเดินหายใจไดโดยตรง และสามารถออกฤทธิ์ไดเฉพาะที่ แตอยางไร
ก็ตาม อนุภาคละอองยาจะสามารถถูกขนสงไปยังอวัยวะเปาหมายไดนั้นจะตองอาศัยการไหลของอากาศเปน
ตัวกลางที่สำคัญในการเคลื่อนที่ ในปจจุบันนักวิจัยจำนวนมากจึงไดใหความสนใจและพยายามศึกษาเกี่ยวกับ
การเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยาและพฤติกรรมการไหลของอากาศ เพื่อมุงเนนที่จะพัฒนาเทคโนโลยีดานการ
พนยา และนำไปสูการรักษาโรคใหมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น ซึ่งการสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร นับเปน
วิธีที่นิยมใชในการศึกษา เนื่องจากลดระยะเวลาและประหยัดทรัพยากรในการดำเนินงาน แตดวยความซับซอน
ของโครงสรางระบบทางเดินหายใจของมนุษยอันเปนอุปสรรคตอการสรางแบบจำลองที่สมจริง งานวิจัยสวน
มากจึงเปนเพียงการศึกษาการไหลของอากาศในระบบทางเดินหายใจในสองมิติ แตงานวิจัยที่ศึกษาการจำลอง
การไหลของอากาศในทางเดินหายใจแบบสามมิตินั้นยังมีนอย สำหรับวิทยานิพนธฉบับนี้จึงจะอาศัยแบบจำลอง
คณิตศาสตรในการศึกษาพฤติกรรมการไหลของอากาศในทางเดินหายใจสวนบนของมนุษยแบบสามมิติ เพื่อให
มีความใกลเคียงกับความเปนจริงมากขึ้น โดยเริ่มจากการสรางแบบจำลองสำหรับการไหลของอากาศในทางเดิน
หายใจ และหาผลเฉลยสำหรับความเร็วในการไหลของอากาศโดยอาศัยวิธีการเชิงวิเคราะหในลำดับตอไป

3.1 การสรางแบบจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ

เราจะพิจารณาปญหาการไหลของอากาศในทางเดินหายใจสวนบนของมนุษยในสามมิติ ภาย
ใตสมมติฐานวา อากาศเปนของไหลชนิดหนึ่งที่มีความสม่ำเสมอเปนเนื้อเดียวกันและอัดไมได (homogenous
Newtonian and incompressible fluid) โดยที่อุณหภูมิหนึ่งๆ ความหนืดและความหนาแนนของอากาศจะมี
คาคงที่เสมอ และไมมีแรงจากภายนอกมากระทำ

สำหรับแบบจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ จะเปนการศึกษาการไหลของอากาศ
ในขณะที่ปากกำลังอาเปดกวาง ทอทางเดินหายใจจะมีลักษณะเปนทอตรงมากพอที่จะทำให โครงสรางของ
ระบบทางเดินหายใจมีลักษณะไมซับซอนมากนัก ดังนั้นการไหลของอากาศจึงถูกสมมติวาเปนการไหลแบบราบ
เรียบ (laminar flow) และจากการศึกษาระบบทางเดินหายใจในมนุษย พบวา อากาศในชองทางเดินหายใจมี
การไหลเขาและออกตามการเปลี่ยนแปลงของความดันภายในถุงลมปอด ซึ่งคาความดันนี้มีการเปลี่ยนแปลงใน
ลักษณะเปน ฟงกชันแกวงกวัดตามคาบของเวลา (oscillating function) ทำใหอากาศมีการไหลเขาและออก
เปนวัฏจักร ดังนั้น การไหลของอากาศจึงถือวามีลักษณะเปนการไหลแบบราบเรียบที่แกวงกวัดตามคาบของเวลา
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(oscillating flow) เราจึงสามารถอธิบายการไหลของอากาศในทางเดินหายใจนี้ไดดวยสมการควบคุมการไหลที่
ประกอบดวยสมการการไหลตอเนื่อง และสมการเนเวียร-สโตกสที่ขึ้นอยูกับตำแหนงและเวลา

เนื่องจากเราจำลองปญหานี้ในสามมิติ ตำแหนงตางๆในทางเดินหายใจ จึงแทนดวยเวกเตอร X
ซึ่งเปนเวกเตอรที่มีพิกัดในทิศตามแนวนอน x แนวดิ่ง y และแนวลึก z ดังนั้นเราจึงกำหนดให u(t,X) แทน
ความเร็วของอากาศที่ตำแหนงและเวลาใด ๆ ซึ่งเปนเวกเตอรความเร็วที่ประกอบดวยความเร็วในทิศตามแนว
นอน x แนวดิ่ง y และแนวลึก z คือ ux, uy และ uz ตามลำดับ แบบจำลองการไหลของอากาศจึงสามารถแสดง
โดยสมการควบคุมการไหลในระบบพิกัดฉาก ซึ่งประกอบดวยสมการตอไปนี้
สมการการไหลตอเนื่อง :

∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂ z
= 0 (3.1)

สมการเนเวียร-สโตกส :

ρ
(∂ux

∂ t
+ux

∂ux

∂x
+uy

∂ux

∂y
+uz

∂ux

∂ z

)
=−∂ p

∂x
+µ

(∂ 2ux

∂x2 +
∂ 2ux

∂y2 +
∂ 2ux

∂ z2

)
(3.2)

ρ
(∂uy

∂ t
+ux

∂uy

∂x
+uy

∂uy

∂y
+uz

∂uy

∂ z

)
=−∂ p

∂x
+µ

(∂ 2uy

∂x2 +
∂ 2uy

∂y2 +
∂ 2uy

∂ z2

)
(3.3)

ρ
(∂uz

∂ t
+ux

∂uz

∂x
+uy

∂uz

∂y
+uz

∂uz

∂ z

)
=−∂ p

∂x
+µ

(∂ 2uz

∂x2 +
∂ 2uz

∂y2 +
∂ 2uz

∂ z2

)
(3.4)

เมื่อ ux uy และ uz คือ ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวนอน x แนวดิ่ง y และแนวลึก z ตาม
ลำดับ p คือ ความดันอากาศที่ตำแหนงและเวลาใด ๆ ρ และ µ คือ ความหนาแนน และความหนืดของอากาศ
ในทางเดินหายใจ ซึ่งมีคาเปน 1.148× 10−3 กรัมตอลูกบาศกเซนติเมตร (g/cm3) และ 1.82× 10−5

ปาสคาล·วินาที (Pa · s) ตามลำดับ
สมการ (3.1)-(3.4) เปนระบบสมการเชิงอนุพันธยอยที่แสดงการอนุรักษมวลโมเมนตัมและพลังงาน

ซึ่งใชวิเคราะหปญหาการไหลสำหรับของไหลชนิดอัดไมไดโดยคาของความเร็วจะเปลี่ยนแปลงไปตามตำแหนง
และเวลา ระบบสมการดังกลาวมีตัวแปรที่ ไมทราบคา ไดแก คาความเร็ว ux, uy, uz และคาความดัน p

ซึ่งขั้นตอนตอไปเราจะกำหนดบริเวณที่ใชทำการศึกษา พรอมทั้งกำหนดคาขอบและเงื่อนไขเริ่มตน เพื่อใชใน
กระบวนการหาผลเฉลยของปญหาตอไป
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3.2 บริเวณที่ใชทำการศึกษา

สำหรับขอบเขตของบริเวณที่ใชในการศึกษาพฤติกรรมการไหลของอากาศนั้น เราจะศึกษาเฉพาะ
บริเวณทางเดินหายใจสวนบน (upper respiratory tract) เทานั้น โดยเริ่มตั้งแตทางเขาของชองปากผานเขาสู
หลอดลมไปจนถึงบริเวณกอนถึงขั้วปอดทั้งสองขาง

ดวยความซับซอนของโครงสรางทางเดินหายใจของมนุษยที่แทจริงดังภาพที่ 3.1 (ก) อันเปน
อุปสรรคในการสรางโดเมนใหสมจริง เราจึงมองรูปทางเดินหายใจในสามมิติอยางงายเพื่อสะดวกและงายตอการ
จำลอง แตยังคงมีความใกลเคียงกับความเปนจริง โดยมองวาในขณะที่ปากกำลังอาเปดกวางนั้น ภายในชองปาก
มีลักษณะเปนทรงรีที่มีความโคง และตอกับหลอดลมเปนทอตรงลงมา ดังนั้นเราจึงนำเสนอแบบจำลองทางเดิน
หายใจสวนบนในสามมิติดังแสดงในภาพที่ 3.1 (ข) ซึ่งในสวนนี้เราไดทำการจำลองดวยโปรแกรม MATLAB โดย
อาศัยขอมูลทางกายภาพของโครงสรางทางเดินหายใจของมนุษยจากงานวิจัยของ Kongnuan และ Pholuang
(2012) ดังแสดงคาพารามิเตอรตาง ๆ ไวในตารางที่ 3.1

(ก) (ข)

ภาพที่ 3.1 โครงสรางทางเดินหายใจสวนบนของมนุษยที่แทจริง (ก). จาก "Hole's Essentials of Human
Anatomy and Physiology," โดย Shier D. et.al และภาพจำลองทางเดินหายใจสวนบนของมนุษยใน 3 มิติ
ที่ใชในการศึกษา (ข)
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ตารางที่ 3.1
คาพารามิเตอรสำหรับการจำลองทางเดินหายใจสวนบนของมนุษย

พารามิเตอร คาพารามิเตอร
(เซนติเมตร)

ความกวางบริเวณตรงกลางของชองปาก , L 4.0
ความลึกของชองปาก (oral cavity) , L1 7.0
เสนผานศูนยกลางของทางเขา (inlet) , L2 3.125
เสนผานศูนยกลางของคอหอย , L3 2.5
ระยะหางจากหลังชองปากกอนถึงหลอดลมตอนตน , L4 1.5
ความยาวของหลอดลมตอนตน , L5 7.0
ความยาวของหลอดลมตอนปลาย , L6 9.0
ความกวางบริเวณตรงกลางของหลอดลมตอนปลาย , L7 3.25
เสนผานศูนยกลางของทางออก (outlet) , L8 2.0

3.3 การกำหนดคาขอบ

เราจะเสนอแบบจำลองการไหลของอากาศที่ประกอบดวยสมการตอเนื่องและสมการเนเวียร-
สโตกส โดยกำหนดเงื่อนไขคาขอบ ดังนี้

บริเวณทางเขา (inlet) คือทางเขาของชองปาก ซึ่งเปนบริเวณที่เปดสัมผัสกับบรรยากาศภายนอก
จึงไมมีแรงดันใด ๆ เกิดขึ้น ทำใหความดันอากาศที่บริเวณนี้มีคาเปนศูนย (Xu, Leong, & Wang, 2008)

p = 0 (3.5)

บริเวณผนังรอบทางเดินหายใจทั้งหมด กำหนดใหความเร็วการไหลของอากาศสอดคลองกับ
เงื่อนไขการไมลื่นไถล (no-slip condition) นั่นคือ เมื่ออากาศเคลื่อนที่เขาใกลกับผนังทางเดินหายใจ ความเร็ว
การไหลของอากาศจะมีคาเปนศูนย (Xu, Leong, & Wang, 2008)

u= 0 (3.6)

บริเวณทางออก (outlet) คือบริเวณสวนปลายของหลอดลมซึ่งติดกับขั้วปอด เนื่องจากการ
หายใจเขา-ออกของมนุษย เกิดขึ้นเมื่อมีการบีบรัดและคลายตัวของปอด เมื่อปอดคลายตัว ปริมาตรของอากาศ
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ภายในปอดจะเพิ่มขึ้น ทำใหความดันอากาศภายในปอดและเยื่อหุมปอดลดต่ำลงกวาความดันอากาศภายนอก
สงผลทำใหการเคลื่อนที่ของอากาศในทางเดินหายใจมีทิศพุงเขาสูชองปากผานทางเดินหายใจไปยังปอด ซึ่ง
ก็คือ การหายใจเขา และเมื่อปอดมีการขยายตัวเต็มที่แลว ปอดจะคอยๆบีบตัวลง ทำใหปริมาตรของอากาศ
ภายในปอดลดลง ความดันอากาศภายในปอดและบริเวณรอบ ๆ จึงมีคาสูงกวาความดันอากาศภายนอก สง
ผลใหการไหลของอากาศคอยๆเปลี่ยนทิศทางเปนการไหลออกจากปอดไปสูภายนอก ซึ่งคือ การหายใจออก
และหมุนเวียนเปนวัฏจักรเชนนี้เรื่อยไป ดังนั้น ความดันอากาศที่บริเวณทางออกซึ่งอยูใกลกับขั้วปอดนี้สามารถ
อธิบายไดดวยฟงกชันคาบของเวลา ซึ่งเราจะแทนดวยฟงกชัน p(t)

ภาพที่ 3.2 กราฟความดันภายในปอด (a) และเยื่อหุมปอด (b) ในหนึ่งรอบของการหายใจ
จาก "APHNT: Respiratory Physiology Outlines," โดย Hranitz

จากกราฟของการเปลี่ยนแปลงความดันภายในถุงลมปอด ดังแสดงในภาพที่ 3.2 (a) จะเห็นได
วาในชวงแรกของกราฟ คาความดันจะเริ่มจากศูนยแลวคอย ๆ มีคาติดลบมากขึ้นจนถึงจุดต่ำสุด และเมื่อเวลา
ผานไปคาความดันดังกลาวจะคอย ๆ เพิ่มขึ้นจนเปนศูนยและเพิ่มมากขึ้นจนถึงจุดสูงสุด จากนั้นจึงคอย ๆ ลด
ลงอีกในลักษณะแกวงกวัดเชนนี้เรื่อยไป คาความดันในบริเวณนี้จึงสามารถอธิบายไดดวยฟงกชันไซนที่มีแอมพลิ
จูดเปนลบนั่นเอง โดยในแตละคาบจะมีคาความดันสูงสุดเปน 1 มิลลิเมตรปรอท (mmHg) หรือ 133.32 ปาส
คาล·วินาที (Pa · s) อยางไรก็ตาม จากการศึกษางานวิจัยทางการแพทยพบวา คาบของการหายใจของมนุษยมี
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คาประมาณ 4 วินาที (Zhang & Kleinstreuer, 2004, pp. 178-210) ดังนั้นเราจึงกำหนดฟงกชันของความดัน
อากาศบริเวณทางออก ดังนี้

p(t) =−133.32sin
(2πt

4

)
=−Psin

(πt
2

)
(3.7)

3.4 วิธีการและขั้นตอนในการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห

สำหรับหัวขอนี้จะเปนการนำเสนอวิธีการหาผลเฉลยของความเร็วการไหลของอากาศตามเงื่อนไข
คาขอบที่กำหนดไว เพื่อนำผลเฉลยที่ไดนั้นมาจำลองและศึกษาพฤติกรรมการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ
สวนบนแบบสามมิติ

จากสมการตอเนื่องซึ่งแสดงในสมการที่ (3.1) และสมการเนเวียร-สโตกสซึ่งแสดงในสมการ
ที่ (3.2)–(3.4) ประกอบกับเงื่อนไขคาขอบตาง ๆ ดังแสดงในสมการที่ (3.5)–(3.7) ทำใหเราไดปญหาคาขอบ
(boundary value problem : B.V.P.) สำหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจที่ขึ้นอยูกับตำแหนงและ
เวลา และเนื่องจากสมการเนเวียร-สโตกสเปนสมการเชิงอนุพันธแบบไมเชิงเสน (nonlinear equations) ปญหา
นี้จึงเปนปญหาคาขอบแบบไมเชิงเสน

แมวาโดยสวนใหญปญหาคาขอบที่อยูในรูปแบบไมเชิงเสน มักจะหาผลเฉลยดวยวิธีเชิงตัวเลข ซึ่ง
ตองอาศัยโปรแกรมที่มีประสิทธิภาพสูงในการคำนวณ แตจากการศึกษางานวิจัยจำนวนหนึ่งพบวา สำหรับบาง
เงื่อนไขสมการเนเวียร-สโตกสก็สามารถหาผลเฉลยดวยวิธีเชิงวิเคราะหได เชน การไหลผานชองตรง (Tsangaris
& Vlachakis, 2003) หรือกรณีที่ไมใชการไหลผานชองตรงก็สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหไดเชนกัน แตก็ตอง
อาศัยวิธีอื่น ๆ รวมดวย เชน วิธีการแปลง Hodograph-Legendre (Mohyuddin et al., 2008) ดังนั้นในสวน
นี้เราจะใชวิธีการหาผลเฉลยในรูปแบบเชิงวิเคราะห เพื่อหาผลเฉลยของปญหาคาขอบนี้ กระบวนการหาผลเฉลย
เริ่มจากการอาศัยโปรแกรม MATLAB ในการสรางโดเมนที่ใชทำการศึกษา โดยทำการแบงชองทางเดินหายใจ
ออกเปน 4 บริเวณยอยดังแสดงในภาพที่ 3.3 แลวจึงหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับความเร็วการไหลของอากาศ
ในทุกบริเวณที่ทำการศึกษา โดยการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของแตละสวนยอยมาประกอบกัน

สำหรับการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหในแตละบริเวณ เราจะทำการหาผลเฉลยของความเร็วการ
ไหลของอากาศในรูปแบบเชิงวิเคราะหที่แตกตางกันออกไปขึ้นอยูกับรูปรางของบริเวณนั้น ๆ ซึ่งสามารถจำแนก
ไดออกเปน 3 ลักษณะ ไดแก รูปรางของบริเวณที่ 1 จะมีลักษณะเปนทอทรงกระบอกในแนวแกนนอน บริเวณที่
2 มีลักษณะเปนหนึ่งในสี่ของทอทรงหวงยาง ซึ่งเรียกวา ทอรัส สวนบริเวณที่ 3 และ 4 จะมีลักษณะเปนทอทรง
กระบอกในแนวแกนดิ่ง



17

ภาพที่ 3.3 ภาพจำลองการแบงชองทางเดินหายใจในสามมิติเปน 4 บริเวณยอย

3.4.1 การหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของความเร็วอากาศสำหรับบริเวณที่ 1

สำหรับวิธีการหาผลเฉลยของความเร็วการไหลของอากาศภายในชองทางเดินหายใจบริเวณที่ 1
จะเริ่มจากการแปลงชองทางเดินหายใจบริเวณนี้จากที่อยู ในระบบพิกัดฉากใหอยู ในระบบพิกัดทรงกระบอก
เนื่องจากรูปรางของบริเวณที่ 1 ดังแสดงในภาพที่ 3.4 มีลักษณะคลายทอทรงรี ดังนั้นเราจะสรางสมการผิวของ
ทอทรงรีนี้ โดยนำสมการทรงรีมาพิจารณา นั่นคือ

(
x′
a1

)2
+
(

y′
b1

)2
+
(

z′
c1

)2
= 1 โดยที่ x′ = x− x1,

y′ = y− y1 และ z′ = z− z1

จากนั้นทำการแปลงสมการดังกลาวใหอยูในระบบพิกัดทรงกระบอก โดยกำหนดให x′ = x′,
y′ = rcos(θ), z′ = rsin(θ), θ = tan−1

(
z′
y′

)
และให c1 = b1 สมการดังกลาวจึงสามารถถูกเขียนใหอยู

ในรูปแบบใหมดังนี้ :
(

x′
a1

)2
+
(

r
b1

)2
= 1 โดยที่ r2 = (y′)2 +(z′)2 เมื่อนำสมการที่ไดนี้ไปทำการวาด

แบบจำลอง เราจะไดแบบจำลองชองทางเดินหายใจของบริเวณที่ 1 ในระบบพิกัดทรงกระบอก ดังภาพที่ 3.5
(ก) และภายหลังจากการแปลงบริเวณนี้ใหอยูในระบบพิกัดทรงกระบอก จะไดรูปรางของบริเวณที่ 1 ดังแสดง

ในภาพที่ 3.5 (ข) โดยแตละดานถูกกำหนดดวย x = 0, x = a = L2, b = r(x) = b1

√
1−

(
x′
a1

)2
เมื่อ

a1 =
LL1

2
√

L2−L2
2
และ b1 =

L
2
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ภาพที่ 3.4 ภาพจำลองสำหรับบริเวณที่ 1

(ก) (ข)
ภาพที่ 3.5 ภาพการแปลงชองทางเดินหายใจสำหรับบริเวณที่ 1 ในระบบพิกัดทรงกระบอก

เนื่องจากพื้นที่ในบริเวณที่ 1 มีลักษณะเปนทอทรงกระบอกตามแนวแกนนอนที่มีพื้นที่หนาตัด
เปนทรงกลม จึงยากตอการหาผลเฉลยสำหรับสมการควบคุมการไหลที่อยูในระบบพิกัดฉาก ดังนั้น เราจึงทำการ
แปลงสมการควบคุมการไหลจากระบบพิกัดฉากนี้ใหเปนระบบพิกัดทรงกระบอกในทิศตามแนวแกนนอน ซึ่ง
อาศัยความรูในทางคณิตศาสตรเรื่องกฎของลูกโซ (chain rule) โดยกำหนดให x = x,y = rcos(θ),z =
rsin(θ) โดยที่ r =

√
y2 + z2 และ θ = tan−1(z/y) จากสมการที่ (3.1)-(3.4) จึงสามารถแปลงเปนสมการ

ควบคุมการไหลที่ประกอบดวยสมการการไหลตอเนื่อง และสมการเนเวียร-สโตกสในระบบพิกัดทรงกระบอกใน
ทิศตามแนวแกนนอน (r,θ ,x) ในรูปแบบดังนี้ สมการการไหลตอเนื่อง :

1
r

∂ (rur)

∂ r
+

1
r

∂uθ
∂θ

+
∂ux

∂x
= 0 (3.8)
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สมการเนเวียร-สโตกสในระบบพิกัดทรงกระบอกตามแนวแกนนอน :

ρ
(∂ur

∂ t
+ur

∂ur

∂ r
+

uθ
r

∂ur

∂θ
−

u2
θ
r
+ux

∂ur

∂x

)

=−∂ p
∂ r

+µ
[1

r
∂
∂ r

(
r

∂ur

∂ r

)
− ur

r2 +
1
r2

∂ 2ur

∂θ 2 − 2
r2

∂uθ
∂θ

+
∂ 2ur

∂x2

]
(3.9)

ρ
(∂uθ

∂ t
+ur

∂uθ
∂ r

+
uθ
r

∂uθ
∂θ

+
uruθ

r
+ux

∂uθ
∂x

)

=−∂ p
∂θ

+µ
[1

r
∂
∂ r

(
r

∂uθ
∂ r

)
− uθ

r2 +
1
r2

∂ 2uθ
∂θ 2 − 2

r2
∂ur

∂θ
+

∂ 2uθ
∂x2

]
(3.10)

ρ
(∂ux

∂ t
+ur

∂ux

∂ r
+

uθ
r

∂ux

∂θ
+ux

∂ux

∂x

)

=−∂ p
∂x

+µ
[1

r
∂
∂ r

(
r

∂ux

∂ r

)
+

1
r2

∂ 2ux

∂θ 2 +
∂ 2ux

∂x2

]
(3.11)

โดยที่ ur , ux และ uθ คือ ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกนรัศมี r แกนนอน x และแกน
มุม θ ตามลำดับ p คือ ความดันของอากาศ ณ ตำแหนงและเวลาใดๆ ρ และ µ คือ ความหนาแนนและความ
หนืดของอากาศในทางเดินหายใจ ซึ่งมีคาเปน 1.148× 10−3 กรัมตอลูกบาศกเซนติเมตร (g/cm3) และ
1.82×10−5 ปาสคาล·วินาที (Pa · s) ตามลำดับ

เนื่องดวยโครงสรางของทอทางเดินหายใจนี้มีลักษณะเปนทรงกระบอกที่สมมาตรตามแนวแกน
เพื่อความสะดวกและงายตอการจำลอง เราจึงสมมติใหการไหลของอากาศเปนการไหลที่มีลักษณะสมมาตรตาม
แนวแกน (axially symmetric) นั่นคือ อากาศจะไมมีการไหลแบบหมุนวนตามทิศมุม θ ความเร็วการไหลของ
อากาศในทิศตามแนวแกนมุม uθ จึงมีคาเปนศูนย ทำใหสมการที่ (3.8)-(3.11) เขียนอยูในรูปแบบใหมดังนี้

∂ur

∂ r
+

1
r

ur +
∂ux

∂x
= 0 (3.12)

ρ
(∂ur

∂ t
+ur

∂ur

∂ r
+ux

∂ur

∂x

)
=−∂ p

∂ r
+µ

[∂ 2ur

∂ r2 +
1
r

∂ur

∂ r
− ur

r2 +
∂ 2ur

∂x2

]
(3.13)

ρ
(∂ux

∂ t
+ur

∂ux

∂ r
+ux

∂ux

∂x

)
=−∂ p

∂x
+µ

[∂ 2ux

∂ r2 +
1
r

∂ux

∂ r
+

∂ 2ux

∂x2

]
(3.14)

เพื่อใหคำตอบของสมการอยูในรูปอยางงาย จึงกำหนดใหการไหลมีการพัฒนาเต็มที่ (fully de-
veloped flow) จะไดวา ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกน r มีคาเปน 0 นั่นคือ ur = 0 และความเร็ว
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ตามแนวแกน x จะขึ้นอยูกับตำแหนงในแนวแกน r เทานั้น ซึ่งการไหลนี้จะสอดคลองกับสมการการไหลตอเนื่อง
ดังสมการที่ (3.12) ดังนั้น สมการที่ (3.13) จึงไมนำมาพิจารณา และเมื่อพิจารณาสมการที่ (3.14) ซึ่งก็คือ

ρ
(∂ux

∂ t
+ur

∂ux

∂ r
+ux

∂ux

∂x

)
=−∂ p

∂x
+µ

[∂ 2ux

∂ r2 +
1
r

∂ux

∂ r
+

∂ 2ux

∂x2

]

ρ
(∂ux

∂ t

)
=−∂ p

∂x
+µ

[∂ 2ux

∂ r2 +
1
r

∂ux

∂ r

]

∂ux

∂ t
=− 1

ρ
∂ p
∂x

+
µ
ρ

[∂ 2ux

∂ r2 +
1
r

∂ux

∂ r

]
ดังนั้น เราจะไดสมการเชิงอนุพันธยอยคือ

∂ux

∂ t
=− 1

ρ
∂ p
∂x

+ν
[∂ 2ux

∂ r2 +
1
r

∂ux

∂ r

]
(3.15)

เนื่องจากเราพิจารณาการไหลของอากาศที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงของความดันแบบแกวงกวัด
(oscillating pressure gradient) ดังนั้นอัตราการเปลี่ยนแปลงความดันเมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงของระยะ
ตามแนวนอนมีขนาดเพิ่มขึ้นเปน P

a sin(ωt) นั่นคือ ∂ p
∂ x = P

a sin(ωt) และ ν = µ
ρ ซึ่ง P

a คือ แอมพลิจูดของ
การเปลี่ยนแปลงความดัน (pressure gradient) เมื่อ a คือ ความยาวตามแนวแกนนอนของชองทางเดินหายใจ
และ ω คือ คาบของการเปลี่ยนแปลงความดันแบบแกวงกวัด

จากการศึกษางานวิจัยทางการแพทย (Zhang & Kleinstreuer, 2004) พบวา คาบของการ
หายใจของมนุษยมีคาประมาณ 4 วินาที ดังนั้นเราจึงกำหนดใหคาบของการหายใจมีคาเปน 4 วินาที นั่นคือ
ω = π

2 และกำหนดใหความเร็วที่เกิดจากการไหลของอากาศนี้มีลักษณะเปนฟงกชันคาบ ซึ่งอยูในรูปของ

ux(r, t) = ussin(ωt)+uccos(ωt) (3.16)

โดยที่ us หมายถึง ความเร็วที่คูณกับ sin(ωt) และ uc หมายถึง ความเร็วที่คูณกับ cos(ωt) เพื่อเปนการหา
ผลเฉลยไดอยางเที่ยงตรง เราจึงเปลี่ยนตัวแปรเหลานี้ใหเปนตัวแปรไรมิติ ซึ่งจะได

r̃ = r
b , ũx =

ux
Pb2 µa และ α = b

√
ω
ν

เมื่อ b = r(x) คือความกวางตามแนวรัศมี หลังจากการแปลงตัวแปรใหเปนตัวแปรไรมิติ รูปรางของชองทาง
เดินหายใจบริเวณนี้จะถูกแปลงใหเปนรูปทอทรงกระบอกดังภาพที่ 3.6
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ภาพที่ 3.6 ภาพตัวอยางของชองทางเดินหายใจสำหรับบริเวณที่ 1 ภายหลังการแปลง

จากสมการที่ (3.16) หาอนุพันธเทียบกับ t จะได

∂ux

∂ t
= ωuscos(ωt)−ωucsin(ωt) (3.17)

จากสมการที่ (3.16) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบ r จะได

∂ux

∂ r
=

dus

dr
sin(ωt)+

duc

dr
cos(ωt) (3.18)

∂ 2ux

∂ r2 =
d2us

dr2 sin(ωt)+
d2uc

dr2 cos(ωt) (3.19)

นำสมการที่ (3.17)-(3.19) แทนลงในสมการที่ (3.15) จะได

ωuscos(ωt)−ωucsin(ωt) =− P
ρa

sin(ωt)+
µ
ρ

[d2us

dr2 sin(ωt)+
d2uc

dr2 cos(ωt)

+
1
r

(dus

dr
sin(ωt)+

duc

dr
cos(ωt)

)]
(3.20)

ทำการเทียบสัมประสิทธิ์จะได

ωus =
µ
ρ

[∂ 2uc

∂ r2 +
1
r

(∂uc

∂ r

)]
และ −ωuc =− P

ρa
+

µ
ρ

[∂ 2us

∂ r2 +
1
r

(∂us

∂ r

)]
(3.21)

คูณสมการทั้งสองสมการดวย α2

ω
ซึ่ง α2

ω
=

b2

ν
ω
ω

=
b2ρ
µ

ดังนั้น เราจะได

α2us = b2
(∂ 2uc

∂ r2 +
1
r

∂uc

∂ r

)
และ −α2uc =−Pb2

µa
+b2

(∂ 2us

∂ r2 +
1
r

∂us

∂ r

)
(3.22)
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จากนั้นคูณสมการทั้งสองสมการดวย µa
Pb2 จะได

α2ũs =
µa
Pb2 b2

(d2ũc

dr̃2 +
1
r̃

dũc

dr̃

)
และ −α2ũc =−1+

µa
Pb2 b2

(d2ũs

dr̃2 +
1
r̃

dũs

dr̃

)
(3.23)

เนื่องจาก d2ux

dr̃2 = b2
(d2ux

dr2

)
และ ũx =

ux

Pb2 µa ดังนั้น เราจึงไดระบบสมการเฮลมโฮลตที่ไมเปนเอก-

พันธุในหนึ่งมิติ (Rosu et al., 1999) ดังนี้

α2ũs =
d2ũc

dr̃2 +
1
r̃

dũc

dr̃
และ −α2ũc =−1+

d2ũs

dr̃2 +
1
r̃

dũs

dr̃
(3.24)

โดยมีเงื่อนไขคาขอบสำหรับ ũs และ ũc เปนเงื่อนไขการไมลื่นไหล ดังนี้

ũs(0) ∈ R, ũc(0) ∈ R, ũs(1) = 0 และ ũc(1) = 0 (3.25)

เมื่อให α2 ≡ λ 2 ผลเฉลยเชิงวิเคราะหจากสมการที่ (3.24) ที่สอดคลองกับเงื่อนไขคาขอบดัง
สมการที่ (3.25) สามารถกำหนดไดดวยการวิเคราะหฟูเรียรเบสเซล (Fourier-Bessel analysis) ของ ũs และ
ũc สำหรับ r̃ ดังนั้น ũs, ũc และ 1 สามารถแทนไดดวยรูปแบบของการกระจายอนุกรมฟูเรียรเบสเซล (Fourier-
Bessel expansion) ดังนี้ (Gockenbach, 2011)

ũs =
∞

∑
m=1

AmJ0(λmr̃) (3.26)

ũc =
∞

∑
m=1

BmJ0(λmr̃) (3.27)

1 =
∞

∑
m=1

CmJ0(λmr̃) (3.28)

เมื่อ J0 คือฟงกชันเบสเซลอันดับศูนย (Bessel function of order zero) และ λm คือคารากที่เปนบวกของ
ฟงกชันเบสเซลอันดับศูนยซึ่งมีจำนวนไมจำกัด m = 1,2,3, ... โดยแสดงรายละเอียดวิธีการคำนวณดังในภาค
ผนวก ก กำหนดให J0 แทนดวย

J0(λmr̃) =
∞

∑
n=0

(−1)n

(n!)2

(λmr̃
2

)2n
(3.29)

นำสมการที่ (3.26)-(3.27) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบกับ r̃ แลวแทนคาลงในระบบสมการที่
(3.24) จะได

α2
∞

∑
m=1

AmJ0(λmr̃) =
∞

∑
m=1

BmJ
′′
0(λmr̃)λ 2

m +
1
r̃

∞

∑
m=1

BmJ
′
0(λmr̃)λm

และ −α2
∞

∑
m=1

BmJ0(λmr̃) =
∞

∑
m=1

AmJ
′′
0(λmr̃)λ 2

m +
1
r̃

∞

∑
m=1

AmJ
′
0(λmr̃)λm (3.30)

−
∞

∑
m=1

CmJ0(λmr̃)
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จากสมการที่ (3.29) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบกับ r̃ แลวแทนคาลงไปในระบบสมการที่ (3.30)
จากนั้นทำการเทียบสัมประสิทธิ์ จะได

α2Am
4

(−1)(λm)2 = Bmλm

(2(λm(2n−1)+1)
n

)

และ α2Bm = λ 3
mAm

(λm(2n−1)+1
2n

)
+Cm (3.31)

ดังนั้น เราจะไดระบบสมการพีชคณิตซึ่งเปนผลเฉลยของสัมประสิทธิ์ Am และ Bm ดังนี้

Am =−
( (2n)λ 3

m(λm(2n−1)+1)
α44n2 +[λ 3

m(λm(2n−1)+1)]2

)
Cm

Bm =
( α24n2

α44n2 +[λ 3
m(λm(2n−1)+1)]2

)
Cm

โดย m = 1,2,3, ... และ n = 0,1,2, ... เราสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ Cm ไดดังนี้

Cm =

∫ 1

0
J0(λmr̃)r̃dr̃∫ 1

0
[J0(λmr̃)]2r̃dr̃

;m = 1,2,3, ... (3.32)

สำหรับกรณีที่มีการเปลี่ยนแปลงความดันแบบแกวงกวัด เราสามารถกำหนดรูปแบบความเร็วใหมีลักษณะเปน
ฟงกชันคาบได ดังนี้

ũx = ũasin(ωt) เมื่อ ũa =
√

ũ2
s + ũ2

c (3.33)

จากการศึกษางานวิจัย (Teager, 1980) พบวาความเร็วสูงสุดสำหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจมีคา
ประมาณ 304.8 เซนติเมตรตอวินาที ดังนั้นเราจึงไดความเร็วของอากาศที่ตำแหนงและเวลาใด ๆ ดังนี้

ux = 304.8ũx (3.34)

จากนั้นเราจะทำการแปลงผลเฉลยสำหรับความเร็วของอากาศที่ไดกลับไปเปนผลเฉลยที่อยูในระบบพิกัดฉาก
โดยกำหนดให ux = ux, uy = urcos(θ) และ uz = ursin(θ) แทนความเร็วการไหลของอากาศในทิศตาม
แนวแกนนอน x แนวดิ่ง y และแนวลึก z ตามลำดับ
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3.4.2 การหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของความเร็วอากาศสำหรับบริเวณที่ 2

เนื่องจากพื้นที่ในบริเวณที่ 2 มีลักษณะเปนทอทรงกระบอกโคง ซึ่งเรามองวาทอนี้มีลักษณะเปน
หนึ่งในสี่สวนของทอรัส (torus) หรือ ทรงหวงยางดังแสดงในภาพที่ 3.7 โดยที่วางซึ่งบรรจุอยูภายในพื้นผิวจะ
เรียกวา ทอรอยด (toroid) ดังนั้น วิธีการหาผลเฉลยของความเร็วการไหลของอากาศสำหรับชองทางเดินหายใจ
บริเวณที่ 2 จึงเริ่มจากการแปลงชองทางเดินหายใจบริเวณบริเวณที่ 2 ดังภาพที่ 3.8 ใหอยูในระบบพิกัดทอรอย
ด (toroidal coordinates) ดังนี้

ภาพที่ 3.7 รูปทรงทอรัส (torus)

ภาพที่ 3.8 ภาพสำหรับบริเวณที่ 2

เราจะทำการแปลงชองทางเดินหายใจบริเวณนี้ โดยนำสมการผิวของทอรัสที่มีแกน y เปนแกน
หมุนมาพิจารณา นั่นคือ (R−

√
x′2 + z′2)2+y′2 = r2 โดยที่ x′ = x−x2, y′ = y−y2 และ z′ = z−z2

จากนั้นทำการแปลงสมการดังกลาวใหอยูในระบบพิกัดทอรอยด โดยกำหนดให
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x′ = (R+ rcos ϕ)cos θ ,
z′ = (R+ rcos ϕ)sin θ ,

y′ = rsin ϕ

โดยที่ θ มีคาอยูในชวง [π
2 ,π], ϕ มีคาอยูในชวง [0,2π], R คือ ระยะจากจุดศูนยกลางในทอ

รอยดไปยังจุดศูนยกลางของทอรัส และ r คือ ระยะจากจุดศูนยกลางในทอรอยดไปตั้งฉากกับพื้นผิว (รัศมีของ
ทอรอยด) เมื่อนำสมการดังกลาวไปทำการวาดรูปแบบจำลอง เราจะไดแบบจำลองชองทางเดินหายใจบริเวณที่
2 ในระบบพิกัดทอรอยดดังแสดงในภาพที่ 3.9 (ก) และภายหลังการแปลงบริเวณนี้ใหอยูในระบบพิกัดทอรอยด
จะไดแบบจำลองของบริเวณที่ 2 ดังแสดงในภาพที่ 3.9 (ข) เมื่อ b = L3

2 และ R = L3
2 +L4

(ก) (ข)
ภาพที่ 3.9 ภาพการแปลงชองทางเดินหายใจสำหรับบริเวณที่ 2 ในระบบพิกัดทอรอยด

จากนั้น เราจะทำการหาผลเฉลยของความเร็วในการไหลของอากาศในบริเวณที่ 2 นี้ โดยทำการ
แปลงสมการควบคุมการไหลที่อยู ในระบบพิกัดฉากใหอยู ในระบบพิกัดทอรอยด โดยกำหนดให x = (R+

rcos ϕ)cos θ , z = (R+ rcos ϕ)sin θ , y = rsin ϕ โดยที่ r =
√

(R−
√

x2 + z2)2 + y2, θ =

tan−1(z/x) และ ϕ = sin−1(y/r) จากสมการที่ (3.1)-(3.4) จึงถูกแปลงเปนสมการควบคุมการไหลที่
ประกอบดวยสมการการไหลตอเนื่อง และสมการเนเวียร-สโตกสในระบบพิกัดทอรอยด (r,θ ,ϕ) ในรูปแบบ
ดังนี้ (Webster & Humphrey, 1997)
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สมการการไหลตอเนื่องในระบบพิกัดทอรอยด :

1
rξ

( ∂
∂ r

(rξ ur)+
∂

∂ϕ
(ξ uϕ )+

∂
∂θ

(ruθ )
)
= 0 (3.35)

สมการเนเวียร-สโตกสในระบบพิกัดทอรอยด :

∂ur

∂ t
+(⃗u ·▽)ur −

u2
ϕ

r
− cos ϕ

ξ
u2

θ

= − 1
ρ

∂ p
∂ r

+ν
[
▽2ur −

2
r2

∂uϕ

∂ϕ
− ur

r2 +
sin ϕ
rξ

uϕ

+
cos ϕ

ξ 2

(
uϕ sin ϕ −ur cos ϕ −2

∂uθ
∂θ

)]
(3.36)

∂uϕ

∂ t
+(⃗u ·▽)uϕ −

uruϕ

r
+

sin ϕ
ξ

u2
θ

= − 1
ρ

1
r

∂ p
∂ϕ

+ν
[
▽2uϕ +

2
r2

∂ur

∂ϕ
−

uϕ

r2 − sin ϕ
rξ

ur

− sin ϕ
ξ 2

(
uϕ sin ϕ −ur cos ϕ −2

∂uθ
∂θ

)]
(3.37)

∂uθ
∂ t

+(⃗u ·▽)uθ +
uθ
ξ
(ur cos ϕ −uϕ sin ϕ)

= − 1
ρ

1
ξ

∂ p
∂θ

+ν
[
▽2uθ +

2
ξ 2

(∂ur

∂θ
cos ϕ −

∂uϕ

∂θ
sin ϕ − uθ

2

)]
(3.38)

โดยที่ ξ = R+ r cos ϕ ,

(⃗u ·▽) = ur
∂
∂ r

+
uϕ

r
∂

∂ϕ
+

uθ
ξ

∂
∂θ

,

และ ▽2 =
1

rξ

[ ∂
∂ r

(
rξ

∂
∂ r

)
+

1
r

∂
∂ϕ

(
ξ

∂
∂ϕ

)
+

1
ξ

∂
∂θ

(
r

∂
∂θ

)]
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เมื่อ ur, uϕ และ uθ คือ ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกนรัศมี r แกนมุม ϕ และแกนมุม θ ตามลำดับ
R คือระยะจากจุดศูนยกลางในทอไปยังจุดศุนยกลางของทอรัส p คือ ความดันของอากาศ ณ ตำแหนงและเวลา
ใด ๆ และ ν = µ

ρ โดยที่ ρ และ µ คือ ความหนาแนนและความหนืดของอากาศในทางเดินหายใจ ตามลำดับ
เนื่องจากเราสมมติใหการไหลของอากาศเปนการไหลที่สมมาตรตามแนวแกนของทอทางเดิน

หายใจ ดังนั้น อากาศจะไมมีการไหลแบบหมุนวนตามทิศมุม ϕ ความเร็วการไหลของอากาศในทิศตามแกนมุม
uϕ จึงมีคาเปนศูนย ทำใหสมการที่ (3.35)-(3.38) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบใหมไดดังนี้

1
rξ

( ∂
∂ r

(rξ ur)+
∂

∂θ
(ruθ )

)
= 0 (3.39)

∂ur

∂ t
+(⃗u ·▽)ur −

cos ϕ
ξ

u2
θ =− 1

ρ
∂ p
∂ r

+ν
[
▽2ur −

ur

r2 −
cos ϕ

ξ 2

(
urcosϕ +2

∂uθ
∂θ

)]
(3.40)

sin ϕ
ξ

u2
θ =− 1

ρ
1
r

∂ p
∂ϕ

+ν
[ 2

r2
∂ur

∂ϕ
− sin ϕ

rξ
ur +

sin ϕ
ξ 2

(
urcosϕ +2

∂uθ
∂θ

)]
(3.41)

∂uθ
∂ t

+(⃗u ·▽)uθ +
uθ
ξ
(urcosϕ) =− 1

ρ
1
ξ

∂ p
∂θ

+ν
[
▽2uθ +

2
ξ 2

(∂ur

∂θ
cosϕ − uθ

2

)]
(3.42)

เพื่อใหคำตอบของสมการอยูในรูปอยางงาย เราจึงกำหนดใหการไหลมีการพัฒนาเต็มที่ (fully
developed flow) จะไดวา ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกน r มีคาเปน 0 นั่นคือ ur = 0 และความเร็ว
ตามแนวแกนมุม θ จะขึ้นอยูกับตำแหนงในแนวแกนรัศมี r เทานั้น ซึ่งการไหลนี้จะสอดคลองกับสมการการไหล
ตอเนื่องดังสมการที่ (3.39) ดังนั้น จากสมการที่ (3.40)-(3.42) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบใหมไดดังนี้

−cos ϕ
ξ

u2
θ =− 1

ρ
∂ p
∂ r

(3.43)

sin ϕ
ξ

u2
θ =− 1

ρ
1
r

∂ p
∂ϕ

(3.44)

∂uθ
∂ t

=− 1
ρ

1
ξ

∂ p
∂θ

+ν
[ 1

rξ
∂
∂ r

(
rξ

∂uθ
∂ r

)
− uθ

ξ 2

]
(3.45)

เนื่องจากการไหลในกรณีนี้เปนการไหลไปตามแนวทอที่มีความโคงตามมุม θ และเกิดจากการ
เปลี่ยนแปลงของความดันแบบกวัดแกวง (oscillating pressure gradient) อัตราการเปลี่ยนแปลงของความดัน
จึงขึ้นอยูกับการเปลี่ยนแปลงของระยะตามมุม θ เทานั้น นั่นคือ การเปลี่ยนแปลงของความดันจะไมขึ้นกับ r
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และ ϕ ดังนั้น ∂ p
∂ r = 0 และ ∂ p

∂ϕ = 0 จากสมการที่ (3.43) เมื่อ uθ ̸= 0 จะได cos ϕ = 0 ทำใหเราไดวา
ξ = R+ rcos ϕ = R และเมื่อพิจารณาสมการที่ (3.45) ซึ่งก็คือ

∂uθ
∂ t

=− 1
ρξ

∂ p
∂θ

+ν
[ 1

rξ
∂
∂ r

(
rξ

∂uθ
∂ r

)
− uθ

ξ 2

]

=− 1
ρR

∂ p
∂θ

+ν
[ 1

rR
∂
∂ r

(
rR

∂uθ
∂ r

)
− uθ

R2

]

=− 1
ρR

∂ p
∂θ

+ν
[∂ 2uθ

∂ r2 +
( 1

rR
∂ (rR)

∂ r

)∂uθ
∂ r

− uθ
R2

]
ดังนั้น เราจะไดสมการเชิงอนุพันธยอยคือ

∂uθ
∂ t

=− 1
ρR

∂ p
∂θ

+ν
[∂ 2uθ

∂ r2 +
1
r

∂uθ
∂ r

− uθ
R2

]
(3.46)

โดยที่อัตราการเปลี่ยนแปลงความดันเมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงของระยะมุม θ มีขนาดเพิ่ม
ขึ้นเปน P

a sin(ωt) นั่นคือ ∂ p
∂θ = P

a sin(ωt) และ ν = µ
ρ ซึ่ง P

a คือ แอมพลิจูดของการเปลี่ยนแปลงความดัน
เมื่อ a คือ ความกวางของมุม และ ω คือ คาบของการปลี่ยนแปลงความดันแบบกวัดแกวง

ในทำนองเดียวกันจากการศึกษางานวิจัยทางการแพทย (Zhang & Kleinstreuer, 2004) พบวา
คาบของการหายใจของมนุษยมีคาประมาณ 4 วินาที ดังนั้นเราจึงกำหนดใหคาบของการหายใจมีคาเปน 4 วินาที
นั่นคือ ω = π

2 และกำหนดใหความเร็วที่เกิดจากการไหลของอากาศนี้มีลักษณะเปนฟงกชันคาบ ซึ่งอยูในรูป
แบบของ

uθ (r, t) = ussin(ωt)+uccos(ωt) (3.47)

โดยที่ us หมายถึง ความเร็วที่คูณกับ sin(ωt) และ uc หมายถึง ความเร็วที่คูณกับ cos(ωt) เพื่อเปนการหา
ผลเฉลยไดอยางเที่ยงตรง เราจึงเปลี่ยนตัวแปรเหลานี้ใหเปนตัวแปรไรมิติ ซึ่งจะได

r̃ = r
b , ũθ = uθ

Pb2 µa และ α = b
√

ω
ν

เมื่อ b คือความกวางตามแนวรัศมี หลังจากการแปลงตัวแปรใหเปนตัวแปรไรมิติ รูปรางของชองทางเดินหายใจ
บริเวณนี้จะถูกแปลงดังแสดงในภาพที่ 3.10
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ภาพที่ 3.10 ภาพตัวอยางของชองทางเดินหายใจสำหรับบริเวณที่ 2 ภายหลังการแปลง

จากสมการที่ (3.47) หาอนุพันธเทียบกับ t จะได

∂ux

∂ t
= ωuscos(ωt)−ωucsin(ωt) (3.48)

จากสมการที่ (3.47) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบ r จะได

∂ux

∂ r
=

dus

dr
sin(ωt)+

duc

dr
cos(ωt) (3.49)

∂ 2ux

∂ r2 =
d2us

dr2 sin(ωt)+
d2uc

dr2 cos(ωt) (3.50)

นำสมการที่ (3.48)-(3.50) แทนลงในสมการที่ (3.46) จะได

ωuscos(ωt)−ωucsin(ωt)

=−Psin(ωt)
ρRa

+
µ
ρ

[d2us

dr2 sin(ωt)+
d2uc

dr2 cos(ωt)

+
1
r

(dus

dr
sin(ωt)+

duc

dr
cos(ωt)

)
− 1

R2

(
ussin(ωt)+uccos(ωt)

)]
(3.51)

ทำการเทียบสัมประสิทธิ์ จะได

ωus =
µ
ρ

(d2uc

dr2 +
1
r

duc

dr
− uc

R2

)
และ −ωuc =− P

ρRa
+

µ
ρ

(d2us

dr2 +
1
r

dus

dr
− us

R2

)
(3.52)

คูณสมการทั้งสองสมการดวย α2

ω
ซึ่ง α2

ω
=

b2

ν
ω
ω

=
b2ρ
µ

ดังนั้น เราจะได

α2us = b2
(d2uc

dr2 +
1
r

duc

dr
− uc

R2

)
และ −α2uc =− Pb2

µRa
+b2

(d2us

dr2 +
1
r

dus

dr
− us

R2

)
(3.53)
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จากนั้นคูณสมการทั้งสองสมการดวย µa
Pb2 จะได

α2ũs =
µa
Pb2 b2

(d2uc

dr2 +
1
r

duc

dr
− uc

R2

)
และ −α2ũc =− 1

R
+

µa
Pb2 b2

(d2us

dr2 +
1
r

dus

dr
− us

R2

)
เนื่องจาก d2uθ

dr̃2 = b2
(d2uθ

dr2

)
และ ũθ =

uθ
Pb2 µa ดังนั้น เราจึงไดระบบสมการเฮลมโฮลตที่ไมเปนเอก-

พันธุในหนึ่งมิติ (Rosu et al., 1999) ดังนี้

α2ũs =
d2ũc

dr̃2 +
1
r̃

dũc

dr̃
− b2

R2 ũc และ −α2ũc =− 1
R
+

d2ũs

dr̃2 +
1
r̃

dũs

dr̃
− b2

R2 ũs (3.54)

โดยมีเงื่อนไขคาขอบสำหรับ ũs และ ũc ดังนี้

ũs(0) ∈ R, ũc(0) ∈ R, ũs(1) = 0 และ ũc(1) = 0 (3.55)

เมื่อให α2 − b2

R2 ≡ λ 2 ผลเฉลยเชิงวิเคราะหจากสมการที่ (3.54) ที่สอดคลองกับเงื่อนไขคา
ขอบดังสมการที่ (3.55) สามารถกำหนดไดดวยการวิเคราะหฟูเรียรเบสเซล (Fourier-Bessel analysis) ของ ũs

และ ũc สำหรับ r̃ ดังนั้น ũs, ũc และ 1
R สามารถแทนไดดวยรูปแบบของการกระจายอนุกรมฟูเรียรเบสเซล

(Fourier-Bessel expansion) ดังนี้ (Gockenbach, 2011)

ũs =
∞

∑
m=1

AmJ0(λmr̃) (3.56)

ũc =
∞

∑
m=1

BmJ0(λmr̃) (3.57)

1
R
=

∞

∑
m=1

CmJ0(λmr̃) (3.58)

เมื่อ J0 คือฟงกชันเบสเซลอันดับศูนย (Bessel function of order zero) และ λm คือคารากที่เปนบวกของ
ฟงกชันเบสเซลอันดับศูนยซึ่งมีจำนวนไมจำกัด m = 1,2,3, ... โดยแสดงรายละเอียดวิธีการคำนวณดังในภาค
ผนวก ก กำหนดให J0 แทนดวย

J0(λmr̃) =
∞

∑
n=0

(−1)n

(n!)2

(λmr̃
2

)2n
(3.59)

นำสมการที่ (3.56)-(3.57) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบกับ r̃ แลวแทนคาลงในระบบสมการที่
(3.54) จะได

α2
∞

∑
m=1

AmJ0(λmr̃) =
∞

∑
m=1

Bmλ 2
mJ′′0 (λmr̃)+

1
r̃

∞

∑
m=1

BmλmJ′0(λmr̃)

− b2

R2

∞

∑
m=1

BmJ0(λmr̃)
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และ−α2
∞

∑
m=1

BmJ0(λmr̃) =
∞

∑
m=1

Amλ 2
mJ′′0 (λmr̃)+

1
r̃

∞

∑
m=1

AmλmJ′0(λmr̃) (3.60)

− b2

R2

∞

∑
m=1

AmJ0(λmr̃)−
∞

∑
m=1

CmJ0(λmr̃)

จากสมการที่ (3.59) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบกับ r̃ แลวแทนคาลงไปในระบบสมการนี้ เมื่อ
ทำการเทียบสัมประสิทธิ์ จะได

α2Am =−Bm

(R2(λm)
3(λm(2n−1)+1)+2nb2

2nR2

)
α2Bm = Am

(R2(λm)
3(λm(2n−1)+1)+2nb2

2nR2

)
+Cm

ดังนั้น เราจะไดระบบสมการพีชคณิตซึ่งเปนผลเฉลยของสัมประสิทธิ์ Am และ Bm ดังนี้

Am =
( −2nR2(R2(λm)

3(λm(2n−1)+1)+2nb2)2

(4n2α4R2)+(R2(λm)3(λm(2n−1)+1)+2nb2)2

)
Cm

Bm =
( α2

(4n2α4R2)+(R2(λm)3(λm(2n−1)+1)+2nb2)2

)
Cm

โดย m = 1,2,3, ... และ n = 0,1,2, ... เราสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ Cm ไดดังนี้

Cm =

∫ 1

0
J0(λmr̃)r̃dr̃∫ 1

0
[J0(λmr̃)]2r̃dr̃

;m = 1,2,3, ... (3.61)

สำหรับกรณีที่มีการเปลี่ยนแปลงความดันแบบแกวงกวัด เราสามารถกำหนดรูปแบบความเร็วใหมีลักษณะเปน
ฟงกชันคาบไดดังนี้

ũθ = ũasin(ωt) เมื่อ ũa =
√

ũ2
s + ũ2

c (3.62)

เนื่องดวยจากการศึกษางานวิจัย (Teager, 1980) พบวาความเร็วสูงสุดสำหรับการไหลของอากาศในทางเดิน
หายใจมีคาประมาณ 304.8 เซนติเมตรตอวินาที ดังนั้นเราจึงไดความเร็วการไหลของอากาศที่ตำแหนงและเวลา
ใด ๆ ดังนี้

uθ = 304.8ũθ (3.63)

จากนั้นเราทำการแปลงผลเฉลยสำหรับความเร็วของอากาศที่ไดกลับไปเปนผลเฉลยที่อยูในระบบพิกัดฉาก โดย
กำหนดให ux = uθ sin(θ), uy = 0 และ uz = −uθ cos(θ) แทนความเร็วการไหลของอากาศในทิศตาม
แนวแกนนอน x แนวดิ่ง y และแนวลึก z ตามลำดับ
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3.4.3 การหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหของความเร็วอากาศสำหรับบริเวณที่ 3-4

เนื่องจากพื้นที่ในบริเวณที่ 3-4 จะมีลักษณะคลายกัน คือมีลักษณะเปนทอทรงกระบอกที่อยูใน
ทิศตามแนวแกนตั้ง ดังนั้น เราจึงใชวิธีการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับความเร็วการไหลของอากาศภายใน
ชองทางเดินหายใจบริเวณที่ 3 และบริเวณที่ 4 ในรูปแบบเดียวกัน โดยจะเริ่มจากการแปลงชองทางเดินหายใจ
ทั้งสองบริเวณนี้จากที่อยูในระบบพิกัดฉากใหอยูในระบบพิกัดทรงกระบอก ดังตอไปนี้

สำหรับรูปรางของบริเวณที่ 3 ดังแสดงในภาพที่ 3.11 มีลักษณะเปนทอทรงกระบอก เราจึง
สรางสมการผิวของทอทรงกระบอกนี้ โดยนำสมการทรงกระบอกที่มีพื้นที่หนาตัดเปนวงกลมมาพิจารณา นั่น
คือ x′2 + y′2 =

(
L3
2

)2
โดยที่ x′ = x− x3 และ y′ = y− y3 จากนั้นทำการแปลงสมการดังกลาวให

อยูในระบบพิกัดทรงกระบอก โดยกำหนดให x′ = rsin(θ), y′ = rcos(θ) โดยที่ r =
√

x′2 + y′2 และ
θ = tan−1

(
x′
y′

)
เมื่อนำสมการไปที่ไดนี้ไปทำการวาดรูปแบบจำลอง เราจะไดแบบจำลองชองทางเดินหายใจ

บริเวณที่ 3 ในระบบพิกัดทรงกระบอก ดังภาพที่ 3.12 (ก) และภายหลังจากการแปลงบริเวณนี้ใหอยูในระบบ
พิกัดทรงกระบอก จะไดภาพจำลองของบริเวณที่ 3 ดังแสดงในภาพที่ 3.12 (ข) โดยแตละดานถูกกำหนดดวย
z = zupper = L6 +L5, z = zlower = L6 และ b = L3

2

และสำหรับรูปรางของบริเวณที่ 4 ดังแสดงในภาพที่ 3.13 จะมีลักษณะคลายทอทรงรี เราจึง
สรางสมการผิวของทอทรงรีนี้ โดยนำสมการทรงรีมาพิจารณา นั่นคือ

(
x′
a4

)2
+
(

y′
b4

)2
+
(

z′
c4

)2
= 1 โดยที่

x′ = x− x4, y′ = y− y4 และ z′ = z− z4 จากนั้นทำการแปลงสมการดังกลาวใหอยูในระบบพิกัดทรง
กระบอก โดยกำหนดให x′ = rsin(θ), y′ = rcos(θ), z′ = z′, θ = tan−1

(
x′
y′

)
และให a4 = b4 สมการ

ดังกลาวจึงสามารถถูกเขียนใหอยูในรูปแบบใหมดังนี้ :
(

z′
c4

)2
+
(

r
b4

)2
= 1 โดยที่ r2 = (x′)2 +(y′)2

เมื่อนำสมการที่ไดนี้ไปทำการวาดแบบจำลอง เราจะไดแบบจำลองชองทางเดินหายใจของบริเวณที่ 4 ในระบบ
พิกัดทรงกระบอก ดังภาพที่ 3.14 (ก) และภายหลังจากการแปลงบริเวณนี้ ใหอยู ในระบบพิกัดทรงกระบอก
จะไดรูปรางของบริเวณที่ 4 ดังแสดงในภาพที่ 3.14 (ข) โดยแตละดานถูกกำหนดดวย z = zupper = L6,

z = zlower = 0, b = r(x) = b4

√
1−

(
z′
c4

)2
เมื่อ c4 =

√
(L6

2 )
2
/

1−
(

L3
L7

)2
และ b4 =

L7
2
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ภาพที่ 3.11 ภาพสำหรับบริเวณที่ 3

(ก) (ข)
ภาพที่ 3.12 ภาพการแปลงชองทางเดินหายใจสำหรับบริเวณที่ 3 ในระบบพิกัดทรงกระบอก
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ภาพที่ 3.13 ภาพสำหรับบริเวณที่ 4

(ก) (ข)
ภาพที่ 3.14 ภาพการแปลงชองทางเดินหายใจสำหรับบริเวณที่ 4 ในระบบพิกัดทรงกระบอก
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เนื่องจากพื้นที่ในบริเวณที่ 3-4 มีลักษณะเปนทอทรงกระบอกในทิศตามแนวแกนตั้งที่มีพื้นที่
หนาตัดเปนทรงกลม จึงยากตอการหาผลเฉลยสำหรับสมการควบคุมการไหลที่อยู ในระบบพิกัดฉาก ดังนั้น
เราจึงทำการแปลงสมการควบคุมการไหลจากระบบพิกัดฉากนี้ใหเปนระบบพิกัดทรงกระบอกในทิศตามแนว
แกนตั้ง ซึ่งอาศัยความรูในทางคณิตศาสตรเรื่องกฎของลูกโซ (chain rule) โดยกำหนดให x = rsin(θ),y =

rcos(θ),z = z โดยที่ r =
√

x2 + y2 และ θ = tan−1(x/y) จากสมการที่ (3.1)-(3.4) จึงสามารถแปลง
เปนสมการควบคุมการไหลที่ประกอบดวยสมการการไหลตอเนื่อง และสมการเนเวียร-สโตกสในระบบพิกัดทรง
กระบอกตามแนวแกนตั้ง (r,θ ,z) ในรูปแบบดังนี้
สมการการไหลตอเนื่อง :

1
r

∂ (rur)

∂ r
+

1
r

∂uθ
∂θ

+
∂uz

∂ z
= 0 (3.64)

สมการเนเวียร-สโตกสในระบบพิกัดทรงกระบอกตามแนวแกนตั้ง :

ρ
(∂ur

∂ t
+ur

∂ur

∂ r
+

uθ
r

∂ur

∂θ
−

u2
θ
r
+uz

∂ur

∂ z

)

=−∂ p
∂ r

+µ
[1

r
∂
∂ r

(
r

∂ur

∂ r

)
− ur

r2 +
1
r2

∂ 2ur

∂θ 2 − 2
r2

∂uθ
∂θ

+
∂ 2ur

∂ z2

]
(3.65)

ρ
(∂uθ

∂ t
+ur

∂uθ
∂ r

+
uθ
r

∂uθ
∂θ

+
uruθ

r
+uz

∂uθ
∂ z

)

=−∂ p
∂θ

+µ
[1

r
∂
∂ r

(
r

∂uθ
∂ r

)
− uθ

r2 +
1
r2

∂ 2uθ
∂θ 2 − 2

r2
∂ur

∂θ
+

∂ 2uθ
∂ z2

]
(3.66)

ρ
(∂uz

∂ t
+ur

∂uz

∂ r
+

uθ
r

∂uz

∂θ
+uz

∂uz

∂ z

)

=−∂ p
∂ z

+µ
[1

r
∂
∂ r

(
r

∂uz

∂ r

)
+

1
r2

∂ 2uz

∂θ 2 +
∂ 2uz

∂ z2

]
(3.67)

โดยที่ ur , uz และ uθ คือ ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกนรัศมี r แกนตั้ง z และแกน
มุม θ ตามลำดับ p คือ ความดันของอากาศ ณ ตำแหนงและเวลาใด ๆ ρ และ µ คือ ความหนาแนนและความ
หนืดของอากาศในทางเดินหายใจ ซึ่งมีคาเปน 1.148× 10−3 กรัมตอลูกบาศกเซนติเมตร (g/cm3) และ
1.82×10−5 ปาสคาล·วินาที (Pa · s) ตามลำดับ



36

เนื่องดวยโครงสรางของทอทางเดินหายใจนี้มีลักษณะเปนทรงกระบอกที่สมมาตรตามแนวตั้ง
เพื่อความสะดวกและงายตอการจำลอง เราจึงสมมติใหการไหลของอากาศเปนการไหลที่มีลักษณะสมมาตรตาม
แนวแกน (axially symmetric) นั่นคือ อากาศจะไมมีการไหลแบบหมุนวนตามทิศมุม θ ความเร็วการไหลของ
อากาศในทิศตามแกนมุม uθ จึงมีคาเปนศูนย ทำใหสมการที่ (3.64)-(3.67) เขียนอยูในรูปแบบใหมดังนี้

∂ur

∂ r
+

1
r

ur +
∂uz

∂ z
= 0 (3.68)

ρ
(∂ur

∂ t
+ur

∂ur

∂ r
+uz

∂ur

∂ z

)
=−∂ p

∂ r
+µ

[∂ 2ur

∂ r2 +
1
r

∂ur

∂ r
− ur

r2 +
∂ 2ur

∂ z2

]
(3.69)

ρ
(∂uz

∂ t
+ur

∂uz

∂ r
+uz

∂uz

∂ z

)
=−∂ p

∂ z
+µ

[∂ 2uz

∂ r2 +
1
r

∂uz

∂ r
+

∂ 2uz

∂ z2

]
(3.70)

เพื่อใหคำตอบของสมการอยูในรูปอยางงาย จึงกำหนดใหการไหลมีการพัฒนาเต็มที่ (fully de-
veloped flow) จะไดวา ความเร็วของอากาศในทิศตามแนวแกน r มีคาเปน 0 นั่นคือ ur = 0 และความเร็ว
ตามแนวแกน z จะขึ้นอยูกับตำแหนงในแนวแกน r เทานั้น ซึ่งการไหลนี้จะสอดคลองกับสมการการไหลตอเนื่อง
ดังสมการที่ (3.68) ดังนั้น สมการที่ (3.69) จึงไมนำมาพิจารณา และเมื่อพิจารณาสมการที่ (3.70) ซึ่งก็คือ

ρ
(∂uz

∂ t
+ur

∂uz

∂ r
+uz

∂uz

∂ z

)
=−∂ p

∂ z
+µ

[∂ 2uz

∂ r2 +
1
r

∂uz

∂ r
+

∂ 2uz

∂ z2

]

ρ
(∂uz

∂ t

)
=−∂ p

∂ z
+µ

[∂ 2uz

∂ r2 +
1
r

∂uz

∂ r

]

∂uz

∂ t
=− 1

ρ
∂ p
∂ z

+
µ
ρ

[∂ 2uz

∂ r2 +
1
r

∂uz

∂ r

]
ดังนั้น เราจะไดสมการเชิงอนุพันธยอยคือ

∂uz

∂ t
=− 1

ρ
∂ p
∂ z

+ν
[∂ 2uz

∂ r2 +
1
r

∂uz

∂ r

]
(3.71)

เนื่องจากเราพิจารณาการไหลของอากาศที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงของความดันแบบแกวงกวัด
(oscillating pressure gradient) ดังนั้นอัตราการเปลี่ยนแปลงความดันเมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงของระยะ
ตามแนวตั้งมีขนาดลดลงเปน P

a sin(ωt) นั่นคือ ∂ p
∂ z =−P

a sin(ωt) และ ν = µ
ρ ซึ่ง P

a คือ แอมพลิจูดของ
การเปลี่ยนแปลงความดัน (pressure gradient) เมื่อ a = zupper− zlower คือ ความยาวตามแนวแกนตั้งของ
ชองทางเดินหายใจ และ ω คือ คาบของการเปลี่ยนแปลงความดันแบบแกวงกวัด
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ในทำนองเดียวกัน จากการศึกษางานวิจัยทางการแพทย (Zhang & Kleinstreuer, 2004) พบ
วา คาบของการหายใจของมนุษยมีคาประมาณ 4 วินาที ดังนั้นเราจึงกำหนดใหคาบของการหายใจมีคาเปน 4
วินาที นั่นคือ ω = π

2 และกำหนดใหความเร็วที่เกิดจากการไหลของอากาศนี้มีลักษณะเปนฟงกชันคาบ ซึ่งอยู
ในรูปแบบของ

uz(r, t) = ussin(ωt)+uccos(ωt) (3.72)

โดยที่ us หมายถึง ความเร็วที่คูณกับ sin(ωt) และ uc หมายถึง ความเร็วที่คูณกับ cos(ωt) เพื่อเปนการหา
ผลเฉลยไดอยางเที่ยงตรง เราจึงเปลี่ยนตัวแปรเหลานี้ใหเปนตัวแปรไรมิติ ซึ่งจะได

r̃ = r
b , ũz =

uz
Pb2 µa และ α = b

√
ω
ν

เมื่อ b คือความกวางตามแนวรัศมี หลังจากการแปลงตัวแปรใหเปนตัวแปรไรมิติ รูปรางของชองทางเดินหายใจ
บริเวณที่ 3-4 จะถูกแปลงใหเปนรูปทอทรงกระบอกดังภาพที่ 3.15

ภาพที่ 3.15 ภาพตัวอยางของชองทางเดินหายใจสำหรับบริเวณที่ 3-4 ภายหลังการแปลง

จากสมการที่ (3.72) หาอนุพันธเทียบกับ t จะได

∂uz

∂ t
= ωuscos(ωt)−ωucsin(ωt) (3.73)

จากสมการที่ (3.72) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบ r จะได

∂uz

∂ r
=

dus

dr
sin(ωt)+

duc

dr
cos(ωt) (3.74)
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∂ 2uz

∂ r2 =
d2us

dr2 sin(ωt)+
d2uc

dr2 cos(ωt) (3.75)

นำสมการที่ (3.72)-(3.75) แทนลงในสมการที่ (3.71) จะได

ωuscos(ωt)−ωucsin(ωt) =
P

ρa
sin(ωt)+

µ
ρ

[d2us

dr2 sin(ωt)+
d2uc

dr2 cos(ωt)

+
1
r

(dus

dr
sin(ωt)+

duc

dr
cos(ωt)

)]
(3.76)

ทำการเทียบสัมประสิทธิ์จะได

ωus =
µ
ρ

[∂ 2uc

∂ r2 +
1
r

(∂uc

∂ r

)]
และ −ωuc =

P
ρa

+
µ
ρ

[∂ 2us

∂ r2 +
1
r

(∂us

∂ r

)]
(3.77)

คูณสมการทั้งสองสมการดวย α2

ω
ซึ่ง α2

ω
=

b2

ν
ω
ω

=
b2ρ
µ

ดังนั้น เราจะได

α2us = b2
(∂ 2uc

∂ r2 +
1
r

∂uc

∂ r

)
และ −α2uc =

Pb2

µa
+b2

(∂ 2us

∂ r2 +
1
r

∂us

∂ r

)
(3.78)

จากนั้นคูณสมการทั้งสองสมการดวย µa
Pb2 จะได

α2ũs =
µa
Pb2 b2

(d2ũc

dr̃2 +
1
r̃

dũc

dr̃

)
และ −α2ũc = 1+

µa
Pb2 b2

(d2ũs

dr̃2 +
1
r̃

dũs

dr̃

)
(3.79)

เนื่องจาก d2uz

dr̃2 = b2
(d2uz

dr2

)
และ ũz =

uz

Pb2 µa ดังนั้น เราจึงไดระบบสมการเฮลมโฮลตที่ไมเปนเอก-

พันธุในหนึ่งมิติ (Rosu et al., 1999) ดังนี้

α2ũs =
d2ũc

dr̃2 +
1
r̃

dũc

dr̃
และ −α2ũc = 1+

d2ũs

dr̃2 +
1
r̃

dũs

dr̃
(3.80)

โดยมีเงื่อนไขคาขอบสำหรับ ũs และ ũc เปนเงื่อนไขการไมลื่นไหล ดังนี้

ũs(0) ∈ R, ũc(0) ∈ R, ũs(1) = 0 และ ũc(1) = 0 (3.81)

เมื่อให α2 ≡ λ 2 ผลเฉลยเชิงวิเคราะหจากสมการที่ (3.80) ที่สอดคลองกับเงื่อนไขคาขอบใน
สมการที่ (3.81) สามารถกำหนดไดดวยการวิเคราะหฟูเรียรเบสเซล (Fourier-Bessel analysis) ของ ũs และ
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ũc สำหรับ r̃ ดังนั้น ũs, ũc และ 1 สามารถแทนไดดวยรูปแบบของการกระจายอนุกรมฟูเรียรเบสเซล (Fourier-
Bessel expansion) ดังนี้ (Gockenbach, 2011)

ũs =
∞

∑
m=1

AmJ0(λmr̃) (3.82)

ũc =
∞

∑
m=1

BmJ0(λmr̃) (3.83)

1 =
∞

∑
m=1

CmJ0(λmr̃) (3.84)

เมื่อ J0 คือฟงกชันเบสเซลอันดับศูนย (Bessel function of order zero) และ λm คือคารากที่เปนบวกของ
ฟงกชันเบสเซลอันดับศูนยซึ่งมีจำนวนไมจำกัด m = 1,2,3, ... โดยแสดงรายละเอียดวิธีการคำนวณดังในภาค
ผนวก ก กำหนดให J0 แทนดวย

J0(λmr̃) =
∞

∑
n=0

(−1)n

(n!)2

(λmr̃
2

)2n
(3.85)

นำสมการที่ (3.82)-(3.84) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบกับ r̃ แลวแทนคาลงในระบบสมการที่
(3.80) จะได

α2
∞

∑
m=1

AmJ0(λmr̃) =
∞

∑
m=1

BmJ
′′
0(λmr̃)λ 2

m +
1
r̃

∞

∑
m=1

BmJ
′
0(λmr̃)λm

และ −α2
∞

∑
m=1

BmJ0(λmr̃) =
∞

∑
m=1

AmJ
′′
0(λmr̃)λ 2

m +
1
r̃

∞

∑
m=1

AmJ
′
0(λmr̃)λm (3.86)

+
∞

∑
m=1

CmJ0(λmr̃)

จากสมการที่ (3.85) หาอนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบกับ r̃ แลวแทนคาลงไปในระบบสมการที่ (3.86)
จากนั้นทำการเทียบสัมประสิทธิ์ จะได

α2Am
4

(−1)(λm)2 = Bmλm

(2(λm(2n−1)+1)
n

)
(3.87)

α2Bm = λ 3
mAm

(λm(2n−1)+1
2n

)
−Cm

ดังนั้น เราจะไดระบบสมการพีชคณิตซึ่งเปนผลเฉลยของสัมประสิทธิ์ Am และ Bm ดังนี้

Am =
( (2n)λ 3

m(λm(2n−1)+1)
α44n2 +[λ 3

m(λm(2n−1)+1)]2

)
Cm (3.88)

Bm =
( −α24n2

α44n2 +[λ 3
m(λm(2n−1)+1)]2

)
Cm
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โดย m = 1,2,3, ... และ n = 0,1,2, ... เราสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ Cm ไดดังนี้

Cm =

∫ 1

0
J0(λmr̃)r̃dr̃∫ 1

0
[J0(λmr̃)]2r̃dr̃

;m = 1,2,3, ... (3.89)

สำหรับกรณีที่มีการเปลี่ยนแปลงความดันแบบแกวงกวัด เราสามารถกำหนดรูปแบบความเร็วใหมีลักษณะเปน
ฟงกชันคาบได ดังนี้

ũz = ũasin(ωt) เมื่อ ũa =
√

ũ2
s + ũ2

c (3.90)

จากการศึกษางานวิจัย (Teager, 1980) พบวาความเร็วสูงสุดสำหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจมีคา
ประมาณ 304.8 เซนติเมตรตอวินาที ดังนั้น เราจึงไดความเร็วของอากาศที่ตำแหนงและเวลาใด ๆ ดังนี้

uz = 304.8ũz (3.91)

จากนั้นเราจะทำการแปลงผลเฉลยสำหรับความเร็วของอากาศที่ไดกลับไปเปนผลเฉลยที่อยูในระบบพิกัดฉาก
โดยกำหนดให ux = ursin(θ), uy = urcos(θ) และ uz = uz แทนความเร็วการไหลของอากาศในทิศตาม
แนวแกนนอน x แนวดิ่ง y และแนวลึก z ตามลำดับ

จากหัวขอยอยที่ 3.4.1-3.4.3 เราไดทำการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับความเร็วการไหลของ
อากาศในแตละบริเวณยอยครบทั้ง 4 บริเวณของแบบจำลองทางเดินหายใจสวนบนแลว เราจะนำผลเฉลยในรูป
แบบเชิงวิเคราะหที่ไดนั้นมาเขียนโปรแกรมเพื่อจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจสวนบน โดยอาศัย
โปรแกรม MATLAB ซึ่งเราจะแสดงผลการจำลองที่ไดในหัวขอถัดไป



บทที่ 4
การจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ

สำหรับการจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ เราจะนำเสนอผลการจำลองการไหลของ
อากาศโดยแบงออกเปน 2 ประเภท ไดแก การจำลองใน รูปแบบแผนภาพลูกศร (arrow plot) และแบบแผน
ภาพโครงราง (contour plot) เพื่อแสดงทิศทางและขนาดของความเร็วในการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ
ณ เวลาตาง ๆ ตามลำดับ

4.1 การจำลองในรูปแบบแผนภาพลูกศร

เพื่อจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจที่สมจริง เราจึงนำเสนอการจำลองในรูปแบบแผน
ภาพลูกศร 3 มิติ (3D arrow plot) ดังแสดงในภาพที่ 4.1 - 4.2 เมื่อพิจารณาภาพที่ 4.1 ซึ่งแสดงทิศทางการไหล
ของอากาศแบบแผนภาพลูกศรสามมิติ เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที พบวา อากาศมีทิศทางการไหลจากภายนอก
เขาสูทอทางเดินหายใจซึ่งสอดคลองกับสภาวะที่ปอดมีการคลายตัว (pulmonary relaxation) ทำใหปริมาตร
ของอากาศภายในปอดเพิ่มขึ้น สงผลใหความดันภายในปอดลดลง และในทางตรงกันขาม เมื่อพิจารณาภาพ
ที่ 4.2 พบวา เมื่อเวลาผานไป 2.5 วินาที อากาศมีการเปลี่ยนทิศทางการไหลเปนการไหลออกจากทอทางเดิน
หายใจซึ่งสอดคลองกับสภาวะที่ปอดมีการบีบตัว (pulmonary contraction) ทำใหปริมาตรของอากาศภายใน
ปอดลดลง สงผลใหความดันภายในปอดเพิ่มขึ้น จึงทำใหอากาศมีการเปลี่ยนทิศทางการไหล นอกจากนี้ เมื่อ
เปรียบเทียบขนาดของลูกศร ซึ่งบงบอกถึงขนาดของความเร็ว พบวา ความเร็วการไหลของอากาศที่ตำแหนง
เดียวกัน จะมีขนาดและทิศทางตางกันดวย โดยในแตละชวงเวลาความเร็วจะมีขนาดโตที่สุดที่บริเวณแกนกลาง
ของทอทางเดินหายใจแลวลดลงตามสัดสวนจนมีขนาดนอยมากเมื่อเขาใกลกับผนังทางเดินหายใจ

อยางไรก็ตาม เพื่อใหมองสนามการไหลของอากาศที่ชัดเจนมากขึ้น เราจึงนำเสนอการจำลอง
ภาพทางเดินหายใจในระนาบ xz ซึ่งเปนบริเวณระนาบแกนกลางของทอทางเดินหายใจ (y′ = 0) โดยแสดง
ทิศทางการไหลของอากาศในรูปแบบแผนภาพลูกศร เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที 2.05 วินาที และ 2.5 วินาที ดัง
แสดงในภาพที่ 4.3 (ก)-(ค) ตามลำดับ จากผลการจำลองพบวา เมื่อเวลา 1.4 วินาทีและ 2.5 วินาที ดังภาพที่
4.3 (ก) และ (ค) พบวาความเร็วการไหลของอากาศมีการเปลี่ยนแปลงสูงเมื่อเขาใกลผนัง ในขณะที่ความเร็วการ
ไหลของอากาศมีการเปลี่ยนแปลงต่ำที่บริเวณแนวแกนกลางของทอทางเดินหายใจ โดยขนาดของความเร็วจะมี
คาสูงสุดที่บริเวณแนวแกนกลาง จากนั้นจะมีขนาดลดลงตามสัดสวนและมีคานอยมากจนเปนศูนยที่ผนัง สำหรับ
เวลา 2.05 วินาที ดังภาพที่ 4.3 (ข) ซึ่งเปนชวงเวลาที่อากาศกำลังจะมีการเปลี่ยนทิศทางการไหลเปนการไหล
ออกจากระบบทางเดินหายใจ ดังนั้นจึงพบวาขนาดของความเร็วมีคานอยกวาชวงเวลาอื่น
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ภาพที่ 4.1 แสดงทิศทางการไหลของอากาศในทางเดินหายใจแบบแผนภาพลูกศร 3 มิติ
เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที
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ภาพที่ 4.2 แสดงทิศทางการไหลของอากาศในทางเดินหายใจแบบแผนภาพลูกศร 3 มิติ
เมื่อเวลาผานไป 2.5 วินาที
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(ก) 1.4 วินาที

(ข) 2.05 วินาที

(ค) 2.5 วินาที

ภาพที่ 4.3 แสดงทิศทางการไหลของอากาศในทางเดินหายใจแบบแผนภาพลูกศรในระนาบ xz

ที่บริเวณแกนกลางของทอทางเดินหายใจ (y′ = 0) ณ เวลาตาง ๆ
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4.2 การจำลองในรูปแบบแผนภาพโครงราง

เมื่อพิจารณาความเร็วการไหลของอากาศในทางเดินหายใจแบบแผนภาพโครงราง ดังแสดงใน
ภาพที่ 4.4 เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที 2.05 วินาที และ 2.5 วินาที ตามลำดับ พบวา เมื่อเวลาผานไป 1.4
วินาที ดังภาพที่ 4.4 (ก) และ 2.5 วินาที ดังภาพที่ 4.4 (ค) ความเร็วของอากาศจะมีการเปลี่ยนแปลงสูงเมื่อเขา
ใกลกับผนัง ในขณะที่บริเวณแกนกลาง ความเร็วของอากาศจะมีการเปลี่ยนแปลงต่ำ โดยคาความเร็วสูงสุดมีคา
ประมาณ 600 เซนติเมตรตอวินาทีที่บริเวณหลอดลมตอนตนและหลอดลมตอนปลาย สำหรับเวลา 2.05 วินาที
ดังภาพที่ 4.4 (ข) เปนชวงที่อากาศกำลังเปลี่ยนทิศทางการไหล คาความเร็วจึงมีขนาดนอยกวาชวงเวลาอื่น โดย
มีคาความเร็วสูงสุดประมาณ 60 เซนติเมตรตอวินาที

(ก) 1.4 วินาที
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(ข) 2.05 วินาที
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(ค) 2.5 วินาที

ภาพที่ 4.4 แสดงความเร็วการไหลของอากาศในทางเดินหายใจแบบแผนภาพโครงรางในระนาบ xz

ที่บริเวณแกนกลางของทอทางเดินหายใจ (y′ = 0) ณ เวลาตาง ๆ
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4.3 ตัวอยางการเปรียบเทียบผลการจำลองในแตละหนาตัด

เนื่องจากเราทำการจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจรูปแบบสามมิติ เพื่อใหเห็นการ
จำลองแตละบริเวณยอยของทางเดินหายใจในมุมมองที่ชัดเจนมากขึ้น เราจึงยกตัวอยางการจำลองการไหลของ
อากาศในบริเวณที่ 1 นั่นก็คือบริเวณชองปาก โดยนำเสนอการจำลองทั้งแบบแผนภาพลูกศร 3 มิติและแบบแผน
ภาพโครงรางเพื่อแสดงทิศทางการไหล และแสดงขนาดความเร็วการไหลของอากาศ ซึ่งการจำลองแบบแผนภาพ
โครงรางจะถูกนำเสนอโดยแบงออกเปน 3 สวน ไดแก หนาตัดบริเวณระนาบแกนกลาง ดานซาย และดานขวา
ของชองปาก เพื่อนำผลการจำลองในแตละหนาตัดมาเปรียบเทียบกัน

เมื่อพิจารณาทิศทางการไหลของอากาศแบบแผนภาพลูกศร 3 มิติ ดังแสดงในภาพที่ 4.5-4.6 พบ
วา เมื่อเวลา 1.4 วินาที อากาศมีการไหลเขาสูชองปาก ซึ่งสอดคลองกับสภาวะที่ปอดคลายตัว ในทางตรงกัน
ขาม เมื่อเวลา 2.5 วินาที อากาศมีการไหลออกจากชองปากซึ่งสอดคลองกับสภาวะที่ปอดมีการบีบตัว ทั้งนี้ เมื่อ
เปรียบเทียบทิศทางการไหลของอากาศพบวา คาความเร็วของอากาศที่ตำแหนงเดียวกันจะมีขนาดและทิศทาง
ตางกันเมื่อเวลาตางกัน โดยความเร็วจะมีขนาดโตสุดที่บริเวณแกนกลางของชองปากและลดลงตามสัดสวนเมื่อ
เขาใกลกับผนัง

ภาพที่ 4.5 แสดงทิศทางการไหลของอากาศในชองปากแบบแผนภาพลูกศร 3 มิติที่เวลา 1.4 วินาที



49

ภาพที่ 4.6 แสดงทิศทางการไหลของอากาศในชองปากแบบแผนภาพลูกศร 3 มิติที่เวลา 2.5 วินาที

จากภาพที่ 4.7 (ก)-(ข) แสดงทิศทางการไหลของอากาศแบบแผนภาพลูกศรในระนาบ xz ที่
บริเวณแกนกลางของชองปาก (y′ = 0) เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที และ 2.5 วินาที ตามลำดับ จะเห็นได
อยางชัดเจนวา ความเร็วการไหลของอากาศจะมีขนาดโตสุดที่บริเวณแกนกลางและลดลงจนมีคาเปนศูนยที่ผนัง
โดยที่เวลา 1.4 วินาที ดังภาพที่ 4.7 (ก) อากาศจะมีทิศไหลเขาสูชองปาก และมีคาความเร็วสูงสุดประมาณ 549
เซนติเมตรตอวินาทีที่แกนกลางของชอง ในทางตรงกันขาม เมื่อเวลาที่ 2.5 วินาทีดังภาพที่ 4.7 (ข) อากาศมีการ
เปลี่ยนทิศเปนการไหลออกจากชองปาก และมีคาความเร็วสูงสุดประมาณ 480 เซนติเมตรตอวินาที

(ก) (ข)

ภาพที่ 4.7 แสดงทิศทางการไหลของอากาศที่บริเวณแกนกลางของชองปาก (y′ = 0)

แบบแผนภาพลูกศรในระนาบ xz เมื่อเวลา 1.4 วินาที (ก) และ 2.5 วินาที (ข)
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เมื่อพิจารณาภาพที่ 4.8 (ก)-(ง) ซึ่งแสดงภาพจำลองหนาตัดดานซาย (y′ = 1) และดานขวา
(y′ = −1) ของชองปากในระนาบ xz จะเห็นวา บริเวณดานขางทั้งสองดานจะมีพื้นที่ที่แคบกวาบริเวณแกน
กลางของชองปาก จากผลการจำลองพบวา เมื่อเวลา 1.4 วินาที ดังภาพที่ (ก) และ ภาพที่ (ค) การไหลของ
อากาศจะมีทิศเขาสูชองปาก และมีคาความเร็วสูงสุดประมาณ 273 เซนติเมตรตอวินาทีที่แกนกลางของชอง ใน
ทางตรงกันขาม เมื่อเวลา 2.5 วินาที ดังภาพที่ (ข) และ ภาพที่ (ง) การไหลของอากาศมีทิศไหลออกจากชองปาก
โดยขนาดความเร็วมีคาสูงสุดที่บริเวณแกนกลางของชองเชนเดียวกัน ซึ่งมีคาประมาณ 238 เซนติเมตรตอวินาที
เมื่อเปรียบขนาดของความเร็วการไหลของอากาศ จะพบวา หนาตัดบริเวณแกนกลางจะมีขนาดความเร็วที่มากก
วาบริเวณดานขางทั้งสองดานของชองปาก

(ก) (ข)

(ค) (ง)

ภาพที่ 4.8 แสดงทิศทางการไหลของอากาศที่บริเวณดานขางของชองปากแบบแผนภาพลูกศรในระนาบ xz

สำหรับดานขวาของชองปาก (ก)-(ข) และดานซายของชองปาก (ค)-(ง)
เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที (ซาย) และ 2.5 วินาที (ขวา)
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(ก)

(ข)

ภาพที่ 4.9 แสดงคาความเร็วของอากาศแบบแผนภาพโครงรางในระนาบ xz

(y′ = 0) ที่บริเวณแกนกลางของชองปาก เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที (ก) และ 2.05 วินาที (ข)

เมื่อพิจารณาความเร็วของอากาศในบริเวณแกนกลางของชองปาก (y′ = 0) แบบแผนภาพโครง
รางในระนาบ xz ซึ่งแสดงในภาพที่ 4.9 (ก)-(ข) เมื่อเวลาผานไป 1.4 วินาที และ 2.05 วินาที ตามลำดับ พบ
วา เมื่อเวลา 1.4 วินาทีดังภาพที่ 4.9 (ก) ความเร็วการไหลของอากาศจะมีการเปลี่ยนแปลงสูงเมื่อเขาใกลผนัง
ในขณะที่ความเร็วบริเวณแกนกลางจะมีการเปลี่ยนแปลงต่ำ โดยขนาดของความเร็วจะมีคาสูงสุดที่บริเวณแกน
กลางของชองปากและลดลงจนมีคาเปนศูนยที่ผนัง ซึ่งสอดคลองกับการจำลองในรูปแบบแผนภาพลูกศร และ
เมื่อเวลา 2.05 วินาทีดังภาพที่ 4.9 (ข) เปนชวงเวลาที่อากาศกำลังจะเปลี่ยนทิศเปนการไหลออก ดังนั้นจึงได
คาความเร็วที่มีขนาดนอยกวาชวงเวลาอื่น ความเร็วการไหลของอากาศที่ไดจากการจำลองทั้งหมดขางตนนั้นมี
คาอยูในชวง [0,900] เซนติเมตรตอวินาที ซึ่งมีความสอดคลองกับผลการจำลองของงานวิจัยอื่น ๆ ที่เกี่ยวของ
(Kongnuan & Pholuang, 2012; Zhang & Kleinstreuer, 2004)
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4.4 สรุปผลการจำลองการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ

จุดประสงคของการศึกษาในบทนี้ คือ การศึกษาพฤติกรรมการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ
สวนบนของมนุษยแบบ 3 มิติ โดยผูวิจัยไดทำการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสำหรับความเร็วการไหลของอากาศ ซึ่ง
ผลเฉลยที่ไดอยูในรูปแบบของอนุกรมฟูเรียรเบสเซล และนำผลเฉลยที่ไดมาทำการจำลอง ผูวิจัยไดนำเสนอแบบ
จำลองคณิตศาสตรแบบ 3 มิติสำหรับการไหลของอากาศในทางเดินหายใจ ซึ่งผลที่ไดจากการจำลองพบวา การ
ไหลของอากาศมีการเปลี่ยนแปลงทั้งขนาดและทิศทางตามการเปลี่ยนแปลงของเวลา อากาศมีการไหลเขาและ
ออกเปนฟงกชันคาบของเวลาซึ่งสอดคลองกับการทำงานของระบบทางเดินหายใจตามความเปนจริง สำหรับใน
ชวงสองวินาทีแรก อากาศจะมีทิศไหลจากภายนอกเขาสูทางเดินหายใจ และอากาศจะมีการเปลี่ยนทิศทางการ
ไหลเมื่อเขาสูวินาทีที่สอง ซึ่งคาความเร็วการไหลของอากาศเมื่อเปรียบเทียบในแตละบริเวณ ณ เวลาที่ตางกันพบ
วา คาความเร็วในตำแหนงเดียวกันจะมีขนาดและทิศทางที่ตางกัน โดยคาความเร็วจะมีขนาดสูงสุดที่บริเวณแนว
แกนกลางของทอทางเดินหายใจ ซึ่งมีคาอยูในชวงประมาณ 400-600 เซนติเมตรตอวินาที และคาความเร็วจะมี
คานอยมากจนเปนศูนยที่ผนังทางเดินหายใจ ทั้งนี้ขนาดความเร็วมีคาสูงสุดที่บริเวณหลอดลมตอนตนและตอน
ปลาย และมีคาต่ำสุดที่บริเวณคอหอยซึ่งมีคาประมาณ 300 เซนติเมตรตอวินาที

ดังนั้นจึงสรุปไดวา ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่อยูในรูปแบบของอนุกรมฟูเรียรเบสเซลสำหรับแบบ
จำลองการไหลของอากาศนี้มีความถูกตองแมนยำในระดับที่นาพึงพอใจ และหากนำแบบจำลองนี้ไปปรับปรุง
และพัฒนาใหมี ความสมจริงมากยิ่งขึ้น ก็ จะ เปนประโยชนตอการศึกษาพฤติกรรมการ เคลื่อนที่ ของอนุภาค
ละอองยาในทางเดินหายใจไดเปนอยางดี อีกทั้งยังสามารถนำผลเฉลยของปญหานี้ไปประยุกตใชกับแบบจำลอง
การเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา เพื่อศึกษาพฤติกรรมของอนุภาคละอองยาตอไปได
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บทที่ 5

สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ

งานวิจัยชิ้นนี้ ไดนำเสนอแบบจำลองทางคณิตศาสตรในสามมิติสำหรับการจำลองการไหลของ
อากาศในทางเดินหายใจสวนบนของมนุษย โดยมีวัตถุประสงคของงานวิจัย เพื่อศึกษาพฤติกรรมการไหลของ
อากาศและวิเคราะหขนาดและทิศทางของความเร็วในการไหลของอากาศ

สำหรับแบบจำลองการไหลของอากาศ เราไดนำเสนอสมการทางคณิตศาสตรที่อธิบายการไหล
ของอากาศในทางเดินหายใจ โดยใชสมการการไหลตอเนื่อง และสมการเนเวียร-สโตกส ซึ่งเปนสมการที่ถูกใช
อธิบายการไหลของอากาศอยางแพรหลาย งานวิจัยชิ้นนี้จะมองวาการไหลของอากาศเปนการไหลที่สมมาตร
ตามแนวแกน และมีลักษณะแกวงแกวัดตามคาบของเวลา เนื่องจากอากาศในชองทางเดินหายใจมีทิศการไหล
เขาและออกตามการเปลี่ยนแปลงของความดันภายในถุงลมปอดซึ่ง เกิดขึ้นหมุนวนเปนวัฎจักร และเพื่อการ
จำลองที่สมจริง เจาไดทำการศึกษาปญหานี้ในสามมิติ แตดวยความซับซอนของทางเดินหายใจ เราจึงจำลองทาง
เดินหายใจในสามมิติอยางงายที่ไมซับซอนมากนัก ดังนั้นการไหลของอากาศในทอทางเดินหายใจดังกลาวจึงถูก
มองวาเปนการไหลแบบราบเรียบ เมื่อกำหนดสมมติฐานตาง ๆ จนสามารถสรางแบบจำลองที่อธิบายการไหล
ของอากาศไดแลว จึงทำการหาผลเฉลยของปญหาโดยวิธีการคำนวนเชิงวิเคราะห และไดนำผลเฉลยดังกลาว
มาจำลองในโปรแกรม MATLAB เพื่อวิเคราะหขนาดและทิศทางของการไหลของอากาศ ซึ่งสามารถสรุปผลการ
วิจัยได ดังตอไปนี้

1. จากการจำลองการไหลของอากาศที่เวลาตาง ๆ พบวาการไหลของอากาศมีการเปลี่ยนแปลง
ทั้งขนาดและทิศทางตามการเปลี่ยนแปลงของเวลา คือมีการไหลเขาและออกเปนฟงกชันคาบของเวลา ซึ่ง
สอดคลองกับการทำงานของระบบทางเดินหายใจตามความเปนจริง โดยในชวงสองวินาทีแรก อากาศจะมีทิศ
ไหลจากภายนอกเขาสูภายในทางเดินหายใจ และเริ่มเปลี่ยนทิศการไหลเปนทิศทางตรงขามเมื่อเขาสูวินาทีที่สอง

2. สำหรับคาของความเร็วอากาศ เมื่อ เปรียบเทียบในแตละบริเวณที่ เวลาตางกันพบวา คา
ความเร็วในตำแหนงเดียวกันจะมีขนาดและทิศทางตางกัน โดยในแตละเวลา ขนาดของความเร็วจะมีขนาดโต
สุดที่บริเวณแนวแกนกลางของทอทางเดินหายใจ แลวมีขนาดลดลงตามสัดสวนของระยะหางจากผนัง และมีคา
นอยมากจนเปนศูนย ทั้งนี้ขนาดของความเร็วจะมีการเปลี่ยนแปลงสูงเมื่อเขาใกลผนังทางเดินหายใจ ในขณะที่
บริเวณแกนกลางคาความเร็วจะมีการเปลี่ยนแปลงต่ำ
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3. เนื่องจากผลการจำลองที่ไดมีความสอดคลองกับความเปนจริง จึงสรุปไดวาแบบจำลอง
การไหลของอากาศนี้มีความถูกตองและแมนยำอยูในระดับที่นาพึงพอใจ แตดวยแบบจำลองนี้เปนเพียงแบบ
จำลองสามมิติที่มีรูปรางอยางงาย หากแบบจำลองนี้ถูกนำไปพัฒนาใหมีโดเมนที่ซับซอนมากขึ้น ก็จะไดแบบ
จำลองที่มีความสมจริงมากยิ่งขึ้น และเปนประโยชนตอการศึกษาและวิเคราะหการไหลของอากาศในทางเดิน
หายใจ รวมถึงสามารถนำไปประยุกตกับแบบจำลองการเคลื่อนที่ของอนุภาคละอองยา เพื่อศึกษาพฤติกรรมของ
อนุภาคละอองยาในทางเดินหายใจไดอีกดวย
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ภาคผนวก ก

ฟงกชันเบสเซล (ฺBessel Function)

ฟงกชันเบสเซลเกิดจากการแกสมการเชิงอนุพันธ เบสเซล (Bessel's differential equation)
ซึ่งมักเกิดกับปญหาเชิงฟสิกสที่ใชพิกัดทรงกระบอก (cylindrical coordinate) หรือปญหาที่มีรูปรางเปนทรง
กระบอก เชน การหาความเร็วสำหรับการไหลของของไหลภายในทอ เปนตน สมการเชิงอนุพันธเบสเซลมีรูป
แบบดังตอไปนี้

r2 d2u(r)
dr2 + r

du(r)
dr

+(r2 − γ)u(r) = 0

ซึ่งอาจเขียนใหอยูในรูปแบบมาตรฐานไดเปน

d2u(r)
dr2 +

1
r

du(r)
dr

+
(

1− γ
r2

)
u(r) = 0

โดยที่ γ เปนพารามิเตอรที่ เปนจำนวนจริงที่ มีคามากกวาหรือ เทากับศูนย และเรียกสมการนี้ วา สมการเชิง
อนุพันธเบสเซลอันดับ γ (Bessel's equation of order γ )

สำหรับวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธเบสเซล ในที่นี้เราจะยกตัวอยางการหาผลเฉลย
สำหรับสมการเชิงอนุพันธเบสเซลที่มีอันดับศูนย (γ = 0) ดังสมการตอไปนี้

d2u(r)
dr2 +

1
r

du(r)
dr

+λ 2u(r) = 0 (1)

โดยมีเงื่อนไขคาขอบ คือ u(0) ∈ R, u(1) = 0, 0 ≤ r ≤ 1 (2)

เมื่อ λ เปนคาคงที่ซึ่งเปนจำนวนบวก เราจะทำการหาผลเฉลยของสมการที่ (1) โดยเริ่มจากการเปลี่ยนตัวแปร
อิสระใหม กำหนดให

s =
√

λ 2r = λ r

นิยามโดย S(s) = u
s
λ
⇐⇒ u(r) = S(λ r)

ดังนั้น du(r)
dr

= λ
dS(λ r)

ds
= λ

dS(s)
ds

และ d2u(r)
dr2 = λ 2 d2S(λ r)

ds2 = λ 2 d2S(s)
ds2
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จากสมการที่ (1) ทำใหเราไดวา

d2u
dr2 +

1
r

du
dr

+λ 2u = λ 2 d2S
ds2 +

1
s/λ

λ
dS
ds

+λ 2S

= λ 2
(d2S

ds2 +
1
s

dS
ds

+S
)

เนื่องจาก λ 2 เปนคาคงที่ซึ่งมีคาไมเทากับศูนย ดังนั้น

d2S
ds2 +

1
s

dS
ds

+S = 0

เรียกสมการดังกลาววา สมการเบสเซลอันดับศูนย (ฺฺBessel's equation of order zero) ดังนั้นจากสมการที่ (1)
เมื่อทำการเปลี่ยนตัวแปรแลว จึงไดสมการและเงื่อนไขคาขอบในรูปแบบตัวแปรใหมดังนี้

d2S
ds2 +

1
s

dS
ds

+S = 0, (3)

โดยมีเงื่อนไขคาขอบ S(0) ∈ R, S(λ ) = 0 (4)

เราจะหาผลเฉลยของสมการเบสเซลนี้ในรูปอนุกรมกำลัง (power series) โดยวิธีของโฟรเบนิอุส ซึ่งจะสมมติให
ผลเฉลยอยูในรูป

S(s) =
∞

∑
k=0

aksk+β ,a0 ̸= 0 (5)

เมื่อ β เปนคาคงที่ เชนเดียวกับคาสัมประสิทธิ์ a0,a1,a2, ... ซึ่งเราสามารถหาคาคงที่ เหลานี้ไดจากการนำ
สมการอนุพันธและเงื่อนไขคาขอบดังสมการที่ (3)-(4) มาพิจารณา โดยเริ่มจากการหาอนุพันธอันดับหนึ่งของ
S(s) เทียบกับ s จะได

dS(s)
ds

=
∞

∑
k=0

(k+β )aksk+β−1,

ดังนั้น 1
s

dS(s)
ds

=
∞

∑
k=0

(k+β )aksk+β−2,

และหาอนุพันธอันดับสองของ S(s) เทียบกับ s จะได

d2S(s)
ds2 =

∞

∑
k=0

(k+β )aksk+β−2

จากนั้น แทนคา S(s),
1
s

dS(s)
ds

และ d2S(s)
ds2 ลงในสมการ (3) จะได
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∞

∑
k=0

(k+β )(k+β −1)aksk+β−2 +
∞

∑
k=0

(k+β )aksk+β−2 +
∞

∑
k=2

ak−2sk+β−2 = 0

เขียนพจนของอนุกรมที่หนึ่งและอนุกรมที่สองแยกออกเปน

β (β −1)a0sβ−2 +β (β +1)a1sβ−1 +
∞

∑
k=2

(k+β )(k+β −1)aksk+β−2 +(β )a0sβ−2

+(β +1)a1sβ−1 +
∞

∑
k=2

(k+β )aksk+β−2 +
∞

∑
k=2

ak−2sk+β−2 = 0

รวมพจนตาง ๆ ของ s ที่มีกำลังเทากันไวดวยกัน จะได

a0{β (β −1)+β}sβ−2 +a1{β (β +1)+(β +1)}sβ−1

+
∞

∑
k=2

{ak((k+β )(k+β −1)+(k+β ))+ak−2}sk+β−2 = 0 (6)

ซึ่งสมการดังกลาวจะเปนจริงเมื่อสัมประสิทธิ์ของ s กำลังตาง ๆ ตองมีคาเทากับศูนย นั่นคือ

a0{β (β −1)+β}= 0, (7)

a1{β (β +1)+(β +1)}= 0, (8)

และเมื่อ k > 2 จะไดความสัมพันธเวียนเกิด (recurrence relation) คือ

ak((k+β )(k+β −1)+(k+β ))+ak−2 = 0 หรือ ak =− ak−2

(k+β )2 (9)

เนื่องจาก a0 ̸= 0 จากสมการที่ (7) ทำใหได β 2 = 0 นั่นคือ β = 0 และเมื่อแทนคา β ที่ไดนี้ลงในสมการที่
(8) จะไดวา a1 = 0 และความสัมพันธเวียนเกิดจากสมการที่ (9) จึงไดเปน

ak =−ak−2

k2 , k > 2

เนื่องจาก a1 = 0 ดังนั้นจากความสัมพันธเวียนเกิดจะไดวา ทุก ๆ สัมประสิทธิ์ที่ k เปนเลขคี่จะมีคาเปนศูนย
นั่นคือ a3 = a5 = a7 = ...= 0 และในทางตรงกันขาม สำหรับ k ที่เปนเลขคู กำหนดให k = 2n จะได

a2n =−a2n−2

(2n)2 , n = 1,2,3, ...
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เนื่องจาก a0 เปนคาคงตัวที่ไมเจาะจง ในที่นี้เราเลือก a0 = 1 ดังนั้นเมื่อแทนคา n ตาง ๆ ในความสัมพันธเวียน
เกิดจะได

n = 1; a2 =−a0

22

n = 2; a4 =−a2

42 =
a0

42.22 =
1

24(2!)2

n = 3; a6 =−a4

62 =− a0

62.24.22 =− 1
26(3!)2

n = 4; a8 =−a6

82 =
a0

82.24.22.62 =
1

28(4!)2

...

โดยรูปแบบทั่วไปจะได

a2n =
(−1)n

22n(n!)2)
, n = 0,1,2, ...

เมื่อแทนคาสัมประสิทธิ์ที่ไดลงในผลเฉลยที่สมมติไวดังสมการที่ (5) จะไดผลเฉลยของสมการเบสเซลซึ่งเขียน
แทนดวยสัญลักษณ J0 นั่นคือ

J0(s) =
∞

∑
n=0

(−1)n

(n!)2

( s
2

)2n
, n = 0,1,2, ...

เนื่องจาก s = λ r ดังนั้น

J0(λ r) =
∞

∑
n=0

(−1)n

(n!)2

(λ r
2

)2n
, n = 0,1,2, ...

และเรียก J0 วา ฟงกชันเบสเซลอันดับศูนย (Bessel function of order zero)
จากการแกสมการที่ (1) ดังที่ไดกลาวมาแลวขางตน ทำใหเราไดผลเฉลยของสมการเบสเซลอยู

ในรูป u(r) = J0(λ r) จากเงื่อนไขคาขอบ u(r) มีคาเปนศูนยที่ r = 1 ดังนั้น J0(λ ) = 0 ซึ่งตองให λ
เปนรากของฟงกชันเบสเซลอันดับ 0 โดยให s0m เปนคาศูนย (zeros) ที่ m ของฟงกชันเบสเซลอันดับ 0 นี้ แต
เนื่องจากฟงกชันเบสเซลในแตละอันดับจะมีรากที่เปนบวกซึ่งมีจำนวนไมจำกัด ดังนั้นจึงเขียนไดวา

λ = λm = s0m; m = 1,2,3, ...

อยางไรก็ตาม คาศูนยของฟงกชันเบสเซลไม ได เกิดขึ้นที่ชวงปรกติ จึงตองคำนวณดวยวิธี เชิง
ตัวเลขและกำหนดเปนตาราง ซึ่งอาจหาคาของฟงกชันเบสเซลสำหรับคาอันดับอื่น ๆ โดยทั่วไปไดจากหนังสือ
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คูมือ แตในที่นี้ เราสนใจเฉพาะฟงก เบสเซลที่มีอันดับศูนย ดังนั้นจึงขอแสดงเพียงบางคาสำหรับคาศูนยของ
ฟงกชันเบสเซลอันดับศูนยไวดังนี้ (Gockenbach, 2011, p.478)

s0m =2.404825557690968, 5.520078109856846,

8.65372791291017, 11.79153381314112, ...

สำหรับ m = 1,2,3, ... และจากคุณสมบัติของการตั้งฉากรวมกันของฟงกชันเบสเซล (สำเนา ผาติเสนะ, น.
6-17) ผลเฉลยทั่วไปของทุกฟงกชันที่นิยามในปญหานี้จึงสามารถเขียนไดในรูปแบบการกระจายอนุกรมฟงกชัน
เบสเซลอันดับศูนยดังนี้

f (r) =
∞

∑
m=1

CmJ0(λmr)

โดยคาสัมประสิทธิ์ Cm สามารถคำนวณไดจากสูตร

Cm =
⟨ f ,J0(λmr)⟩

⟨J0(λmr),J0(λmr)⟩

=

∫ 1

0
J0(λmr̃)r̃dr̃∫ 1

0
[J0(λmr̃)]2r̃dr̃

;m = 1,2,3, ...

อยางไรก็ตาม การคำนวณจากสูตรดังกลาวจำเปนจะตองอาศัยสมบัติของฟงกชันเบสเซลประกอบ
ซึ่งมีผูวิจัยหลายทานไดพิสูจนสมบัติตาง ๆ ของเบสเซลไวแลว (สำเนา ผาติเสนะ; Gockenbach, 2011) และ
สามารถคำนวณไดดวยวิธีการเชิงตัวเลข ในที่นี้จึงขอละไว
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ภาคผนวก ข

โปรแกรมสำหรับการหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหและโปรแกรมจำลอง
การไหลของอากาศในทางเดินหายใจสวนบน

exactmain.m
L = 4; % [cm] diameter of the center zone 1
L1 = 7; % [cm] length of zone 1
L2 = 3.125; % [cm] diameter of inlet
L3 = 2.5; % [cm] the hight of zone 2
L4 = 1.5; L5 = 5.5; L6 = 9; L7 = 3.25 ; L8 = 2; Rmajor = (L3/2)+L4; rminor = L3/2;
XYZ = zeros(3,10); %Variable to contain the positions of coordinates in the domain
UVW = zeros(3,10);
maxtime = 4; % [seconds] maximum allowable time for integrating trajctory
mintime = 0;
MT = 10; % maximum number length of time
deltatime = maxtime/MT;
MX = 10; % maximum number length of X
MY = 10; % maximum number lenght of Y
MZ = 10; % maximum number length of Z
omega = pi/2; TIME = mintime:deltatime:maxtime; % vector with all the times

a1 = sqrt((L1/2)ˆ2/(1-((L2/2)/2)ˆ2)); b1 = L/2; c1 = L/2;
x1 = a1;
y1 = L/2;
z1 = L6+L5+Rmajor;

x2 = a1+a1*cos(asin(L3/4));
z2 = L6+L5;
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y2 = y1;

x3 = x2+Rmajor;
y3 = y1;
z3 = L5+L6;

a4 = L7/2; b4 = a4; c4 = sqrt((L6/2)ˆ2/(1-((L8/4)/(L7/2))ˆ2));
x4 = x2+Rmajor;
y4 = y1;
z4 = L6/2;
T = TIME(4);
%%%%%%%%%%%%%%%%% PLOT THE AIRFLOW IN 3D %%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%% zone 1 %%%%%%%%%%%%%%
[XYZ1,NumN1] = genzone13D;

for N = 1 : NumN1

x = XYZ1(1,N); y = XYZ1(2,N); z = XYZ1(3,N);

[U1,U2,U3]=calzone1(x,y,z,T);

UVW1(1,N)=U1;

UVW1(2,N)=U2;

UVW1(3,N)=U3;

end
plotzone13D(XYZ1,UVW1);
hold on;
%%%%%%%%%%%%%% zone 2 %%%%%%%%%%%%%%
[XYZ2,NumN2]=genzone23D;

for N = 1 : NumN2

x = XYZ2(1,N); y = XYZ2(2,N); z = XYZ2(3,N);
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[U1,U2,U3]=calzone21(x,y,z,T);

UVW2(1,N)=U1;

UVW2(2,N)=U2;

UVW2(3,N)=U3;

end
plotzone23D(XYZ2,UVW2);
hold on;
%%%%%%%%%%%%%% zone 3 %%%%%%%%%%%%%%
[XYZ3,NumN3] = genzone33D;

for N = 1 : NumN3

x = XYZ3(1,N); y = XYZ3(2,N); z = XYZ3(3,N);

[U1,U2,U3]=calzone3(x,y,z,T);

UVW3(1,N)=U1; UVW3(2,N)=U2; UVW3(3,N)=U3;

end
plotzone33D(XYZ3,UVW3);
hold on;
%%%%%%%%%%%%%% zone 4 %%%%%%%%%%%%%%
[XYZ4,NumN4] = genzone43D;

for N = 1 : NumN4

x = XYZ4(1,N); y = XYZ4(2,N); z = XYZ4(3,N);

[U1,U2,U3]=calzone4(x,y,z,T);

UVW4(1,N)=U1; UVW4(2,N)=U2; UVW4(3,N)=U3;

end
plotzone43D(XYZ4,UVW4);
%%%%%%%%%%%%%%% draw surface of the domain %%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%% zone 1 %%%%%%%%%%%%%%
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phi=linspace(asin((L3/2)/c1),pi-asin((L2/2)/2),64);
theta=linspace(0,2*pi,64);
[theta,phi] = meshgrid(theta,phi);
z = c1*sin(phi).*cos(theta)+z1;
y = b1*sin(phi).*sin(theta)+y1;
x = a1*cos(phi)+x1-2;
surf(x,y,z,'FaceColor','red','EdgeColor','none');alpha(0.1);
grid off;
xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('z');
hold on;
%%%%%%%%%%%%%% zone 2 %%%%%%%%%%%%%%
z = L5+L6:0.001:L4+L3+L6+L5;
phi = linspace(-pi, pi, 64) ; % Poloidal angle
theta = linspace(0, pi/2, 64) ; % Toroidal angle
[theta, phi] = meshgrid(theta, phi);
x = (Rmajor + rminor.*cos(phi)) .* cos(theta)+x2-2;
z = (Rmajor + rminor.*cos(phi)) .* sin(theta)+z2;
y = rminor.*sin(phi)+y2;
surf(x, y, z,'FaceColor','red','EdgeColor','none');alpha(0.1);
%mesh(x,y,z)
xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('z');
hold on;
%%%%%%%%%%%%%% zone 3 %%%%%%%%%%%%%%
theta = linspace(0,2*pi,64);
z = linspace(L6,L6+L5,64);
[z,theta] = meshgrid(z,theta);
r = L3/2;
x = r*cos(theta)+x3-2;
y = r*sin(theta)+y3;
surf(x,y,z,'FaceColor','red','EdgeColor','none');alpha(0.1);
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%shading(gca,'interp');
%mesh(x,y,z)
xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('z');
hold on;
%%%%%%%%%%%%%% zone 4 %%%%%%%%%%%%%%
phi=linspace(asin((L3/2)/(L7/2)),pi-asin((L3/2)/(L7/2)),64);
theta=linspace(0,2*pi,64);
[theta,phi]=meshgrid(theta,phi);
x=a4*sin(phi).*cos(theta)+x4-2;
y=b4*sin(phi).*sin(theta)+y4;
z=c4*cos(phi)+z4;
surf(x,y,z,'FaceColor','red','EdgeColor','none');alpha(0.1);
%shading(gca,'interp');
%mesh(x,y,z)
xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('z');
%%%%%%%%%%%%%%%% generate mesh in zone 1 %%%%%%%%%%%%%%%%
genzone13D.m
function [XYZ1,NumN]=genzone13D
XYZ1 = zeros(3,10); % Variable to contain the positions of coordinates in the domain
x=linspace(0,7,8);
xb = x-x1;
ypeak = b1*sqrt((1-(xb/a1). ˆ2))+y1; ybase = -b1*sqrt((1-(xb/a1). ˆ2))+y1;
Numnodes=1;

for xindex=1:length(x)

Y=linspace(ybase(xindex),ypeak(xindex),4);

for yindex=1:length(Y)

zpeak = b1*sqrt((1-((Y(yindex)-y1)/b1). ˆ2-(x(xindex)-x1). ˆ2/a1. ˆ2))+z1;

zbase = -b1*sqrt((1-((Y(yindex)-y1)/b1). ˆ2-(x(xindex)-x1). ˆ2/a1. ˆ2))+z1;
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Z=linspace(zbase,zpeak,4);

for zindex=1:length(Z)

XYZ1(1,Numnodes)=x(xindex);

XYZ1(2,Numnodes)=Y(yindex);

XYZ1(3,Numnodes)=Z(zindex);

Numnodes= Numnodes+1;

end

end

end
NumN1=Numnodes-1;
%%%%%%%%%%%%%%%% generate mesh in zone 2 %%%%%%%%%%%%%%%%
genzone23D.m
function [XYZ2,NumN2]=genzone23D
r = linspace(0,rminor , 4) ;
phi = linspace(0, 2*pi, 3) ;% Poloidal angle
theta = linspace(0, pi/2, 5) ; % Toroidal angle
Numnodes=1;

for pindex=1:length(phi)

for rindex = 1:length(r)

for thindex=1:length(theta)

XYZ2(1,Numnodes)=(Rmajor + r(rindex).*cos(phi(pindex))) .* cos(theta(thindex))
+x2;

XYZ2(2,Numnodes)=r(rindex).*sin(phi(pindex))+y2;

XYZ2(3,Numnodes)=(Rmajor + r(rindex).*cos(phi(pindex))) .* sin(theta(thindex))+z2;

Numnodes= Numnodes+1;

end
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end

end
NumN2=Numnodes-1;
%%%%%%%%%%%%%%%% generate mesh in zone 3 %%%%%%%%%%%%%%%%
genzone33D.m
function [XYZ3,NumN]=genzone33D
z = linspace(L6+0.5,L6+L5,4);
y = linspace(y3-(L3/2),y3+(L3/2),4);
r = L3/2; yb = y-y3; zb = z-z3;
xpeak = sqrt(rˆ2-(yb. ˆ2))+x3+0.*zb; xbase = -sqrt(rˆ2-(yb. ˆ2))+x3+0.*zb;
Numnodes=1;

for zindex=1:length(z)

for yindex=1:length(y)

X=linspace(xbase(yindex),xpeak(yindex),4);

for xindex=1:length(X)

XYZ3(1,Numnodes)=X(xindex);

XYZ3(2,Numnodes)=y(yindex);

XYZ3(3,Numnodes)=z(zindex);

Numnodes= Numnodes+1;

end

end

end
NumN3=Numnodes-1;
%%%%%%%%%%%%%%%% generate mesh in zone 4 %%%%%%%%%%%%%%%%
genzone43D.m
function [XYZ4,NumN]=genzone43D
z=linspace(0,8,5);
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zb = z-z4;
xpeak = b4*sqrt((1-(zb/c4). ˆ2))+x4;
xbase = -b4*sqrt((1-(zb/c4). ˆ2))+x4;
Numnodes=1;

for zindex=1:length(z)

X=linspace(xbase(zindex),xpeak(zindex),4);

for xindex=1:length(X)

ypeak = b1*sqrt((1-((X(xindex)-x4). ˆ2/a4ˆ2)-((z(zindex)-z4)/c4)ˆ2))+y4;

ybase = -b1*sqrt((1-((X(xindex)-x4). ˆ2/a4ˆ2)-((z(zindex)-z4)/c4)ˆ2))+y4;

for yindex=1:length(Y)

XYZ4(1,Numnodes)=X(xindex);

XYZ4(2,Numnodes)=Y(yindex);

XYZ4(3,Numnodes)=z(zindex);

Numnodes= Numnodes+1;

end

end

end
NumN4=Numnodes-1;
%%%%%%%%%%%%%%%%% calculation U for zone 1 %%%%%%%%%%%%%%%%%
calzone1.m
function [U1,U2,U3]=calzone1(x,y,z,T)
n = 0; % Order of Bessel function desired
xmax = 500; % Look for roots in interval [0, xmax]
Jn = chebfun(@(t) besselj(n,t), [0, xmax]); % Construct the chebfun
lamda = roots(Jn); % Find roots to nearly full double precision accuracy
mu = 1.82 *(10ˆ (-5)); %Pa.s
rho = 1.148 *(10ˆ (-3)); %g/cmˆ3
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omega = pi/2 ; %sˆ -1
xb = x-x1; yb = y-y1; zb = z-z1;
zpeak = b1*sqrt((1-(xb/a1). ˆ2))+z1; zbase = -b1*sqrt((1-(xb/a1). ˆ2))+z1;
r = sqrt(zbˆ2+ybˆ2);
rbar =r/(zpeak - zbase);
alpha =(zpeak - zbase)*(sqrt((omega*rho)/mu));
Us = 0; Uc = 0;

for m = 1:100

for n = m-1

J0 = besselj(0,lamda(m)*rbar);

rb = linspace(0,1);

J = besselj(0,lamda(m)*rb);

F = J.*rb;

intF = trapz(rb,F);

G = (J.ˆ2).*rb;

intG = trapz(rb,G);

cm = intF/intG;

am = (cm*(-1))*((2*n)*(lamda(m) ˆ 3)*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))/((alpha ˆ 4)*4*(n ˆ 2)+
((lamda(m)ˆ3)*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))ˆ2);

bm = (am*((lamda(m)ˆ3*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))/2*n)+cm)/(alphaˆ2);

Us = Us + am*J0;

Uc = Uc + bm *J0;

end

end
amp = sqrt((Usˆ2)+(Ucˆ2));
UX = 304.8*amp*sin(T*omega)*(133.32*(zpeak - zbase)ˆ2/mu*L1);
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UR = 0; theta = atan(zb/yb);
U1 = UX; U2 = UR*cos(theta); U3 = UR*sin(theta);
return
%%%%%%%%%%%%%%%%% calculation U for zone 2 %%%%%%%%%%%%%%%%%
calzone2.m
function [U1,U2,U3]=calzone2(x,y,z,T)
n = 0; % Order of Bessel function desired
xmax = 500; % Look for roots in interval [0, xmax]
Jn = chebfun(@(t) besselj(n,t), [0, xmax]); % Construct the chebfun
lamda = sqrt(roots(Jn)+(rminor/Rmajor)); % Find roots to nearly full double precision accuracy
xb = x-x2; yb = y-y2; zb = z-z2;
r = sqrt((Rmajor-sqrt(xbˆ2+zbˆ2))ˆ2+ybˆ2);
b = rminor;
rbar =r/b;
theta = atan(zb/xb);
phi = asin(yb/rbar);
alpha =b*(sqrt((omega*rho)/mu));
Us = 0; Uc = 0;

for m = 1:100

for n = m-1

J0 = besselj(0,lamda(m)*rbar);

rb = linspace(0,1);

J = besselj(0,lamda(m)*rb);

F = J.*rb;

intF = trapz(rb,F);

G = (J.ˆ2).*rb;

intG = trapz(rb,G);
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cm = intF/intG;

am =cm*((2*n*Rmajor ˆ 2*Rmajor ˆ 2*(lamda(m)) ˆ 3*(lamda(m)*(2*n-1)+1)+2*n*(b ˆ

2))ˆ2)/((-4*nˆ2*alphaˆ4*Rmajorˆ2)-(Rmajorˆ2*(lamda(m))ˆ3*(lamda(m)*(2*n-1)+1)+2*n*(bˆ2))ˆ
2);

bm = -cm*(alphaˆ2/((-4*nˆ2*alphaˆ4*Rmajorˆ2)-(Rmajorˆ2*(lamda(m))ˆ3*(lamda(m)*(2*n-
1)+1)+2*n*(bˆ2))ˆ2));

Us = Us + am*J0;

Uc = Uc + bm *J0;

end

end
amp = sqrt((Usˆ2)+(Ucˆ2));
a = L3+L4;
Uthe = 304.8*amp*sin(T*omega)*(133.32*(rminor)ˆ2/mu*a);
U1 = Uthe*sin(theta); U2 = 0; U3 = -Uthe*cos(theta);
return
%%%%%%%%%%%%%%%%% calculation U for zone 3 %%%%%%%%%%%%%%%%%
calzone3.m
function [U1,U2,U3]=calzone3(x,y,z,T)
n = 0; % Order of Bessel function desired
xmax = 500; % Look for roots in interval [0, xmax]
Jn = chebfun(@(t) besselj(n,t), [0, xmax]); % Construct the chebfun
lamda = roots(Jn); % Find roots to nearly full double precision accuracy
zb = z-z3; yb = y-y3; xb = x-x3;
A = L3/2;
xpeak = sqrt(Aˆ2-(yb. ˆ2))+x3; xbase = -sqrt(Aˆ2-(yb. ˆ2))+x3;
r = sqrt(xbˆ2+ybˆ2);
alpha =(xpeak - xbase)*(sqrt((omega*rho)/mu));
Us = 0; Uc = 0;
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for m = 1:100

for n = m-1

J0 = besselj(0,lamda(m)*rbar);

rb = linspace(0,1);

J = besselj(0,lamda(m)*rb);

F = J.*rb;

intF = trapz(rb,F);

G = (J.ˆ2).*rb;

intG = trapz(rb,G);

cm = intF/intG;

am = cm*((2*n)*(lamda(m)ˆ3)*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))/((alphaˆ4)*4*(nˆ2)+((lamda(m)
ˆ3)*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))ˆ2);

bm = (am*((lamda(m)ˆ3*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))/2*n)-cm)/(alphaˆ2);

Us = Us + am*J0;

Uc = Uc + bm *J0;

end

end
amp = sqrt((Usˆ2)+(Ucˆ2));
UX = 304.8*amp*sin(T*omega)*(133.32*(xpeak - xbase)ˆ2/mu*L5);
UR = 0; theta = atan(xb/yb);
U1 = UR*sin(theta); U2 = UR*cos(theta); U3 = UZ;
return
%%%%%%%%%%%%%%%%% calculation U for zone 4 %%%%%%%%%%%%%%%%%
calzone4.m
function [U1,U2,U3]=calzone3(x,y,z,T)
n = 0; % Order of Bessel function desired
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xmax = 500; % Look for roots in interval [0, xmax]
Jn = chebfun(@(t) besselj(n,t), [0, xmax]); % Construct the chebfun
lamda = roots(Jn); % Find roots to nearly full double precision accuracy
zb = z-z4; yb = y-y4; xb = x-x4;
xpeak = b4*sqrt((1-(zb/c4). ˆ2))+x4; xbase = -b4*sqrt((1-(zb/c4). ˆ2))+x4;
r = sqrt(xbˆ2+ybˆ2);
rbar =r/(xpeak - xbase);
alpha =(xpeak - xbase)*(sqrt((omega*rho)/mu));
Us = 0; Uc = 0;

for m = 1:100

for n = m-1

J0 = besselj(0,lamda(m)*rbar);

rb = linspace(0,1);

J = besselj(0,lamda(m)*rb);

F = J.*rb;

intF = trapz(rb,F);

G = (J.ˆ2).*rb;

intG = trapz(rb,G);

cm = intF/intG;

am = cm*((2*n)*(lamda(m)ˆ3)*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))/((alphaˆ4)*4*(nˆ2)+((lamda(m)
ˆ3)*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))ˆ2);

bm = (am*((lamda(m)ˆ3*(lamda(m)*((2*n)-1)+1))/2*n)-cm)/(alphaˆ2);

Us = Us + am*J0;

Uc = Uc + bm *J0;

end

end
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amp = sqrt((Usˆ2)+(Ucˆ2));
UX = 304.8*amp*sin(T*omega)*(133.32*(xpeak - xbase)ˆ2/mu*L6);
UR = 0; theta = atan(xb/yb);
U1 = UR*sin(theta); U2 = UR*cos(theta); U3 = UZ;
return
%%%%%%%%%%%% example for the arrow 3d plot and contour plot %%%%%%%%%%%
function plotzone13D(XYZ1,UVW1)
x1=XYZ(1,:);
y1=XYZ(2,:);
z1=XYZ(3,:);
u1=UVW(1,:);
v1=UVW(2,:);
w1=UVW(3,:);
[C,h] = contour(x1,y1,z1,u1,v1,w1,4);
set(h,'ShowText','on','TextStep',get(h,'LevelStep')*2)
colormap cool
figure
quiver3(x1,y1,z1,u1,v1,w1,'Color','blue','AutoScaleFactor',0.75,'MaxHeadSize',1);
hold on;
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